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Çìiñò àíîòàöi¨. Îñíîâíèìè íàïðÿìêàìè äîñëiäæåíü â äèñåðòàöiéíié

ðîáîòi ¹:

� H-çàìêíåíiñòü òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï òà íàïiâãðàòîê;

� òîïîëîãiçàöiÿ íàïiâãðóï.

Îäíi¹þ ç ôîðì ïîâíîòè â êëàñi ãàóñäîðôîâèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ¹

ïîíÿòòÿ H-çàìêíåíîñòi. Ó çàãàëüíié òîïîëîãi¨ öå ïîíÿòòÿ áóëî ââåäåíî

Ï. Àëåêñàíäðîâèì i Ï. Óðèñîíîì ÿê óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ êîìïàêòíîñòi.

Ãàóñäîðôîâèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòiðX íàçèâà¹òüñÿH-çàìêíåíèì, ÿêùî âií

¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì ó äîâiëüíîìó ãàóñäîðôîâîìó ïðîñòîði Y , ÿêèé

ìiñòèòü éîãî ÿê ïiäïðîñòið.

Ïîíÿòòÿ H-çàìêíåíîñòi òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ïðèðîäíèì ÷èíîì ïå-

ðåíîñèòüñÿ íà êëàñè ãàóñäîðôîâèõ òîïîëîãi÷íèõ (íàïiâòîïîëîãi÷íèõ) àë-

ãåáð: ãðóï, íàïiâãðóï, íàïiâãðàòîê, òîùî. Íåõàé A � äåÿêèé êëàñ ãàóñ-

äîðôîâèõ íàïiâòîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï. Íàïiâãðóïà S ∈ A íàçèâà¹òüñÿ

H-çàìêíåíîþ â êëàñi A , ÿêùî S ¹ çàìêíåíîþ ïiäíàïiâãðóïîþ äîâiëüíî¨

íàïiâòîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè T ∈ A , ÿêà ìiñòèòü íàïiâãðóïó S. Íà âiäìi-

íó âiä H-çàìêíåíîñòi òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, ÿêà çáåðiãà¹òüñÿ íåïåðåðâíè-

ìè âiäîáðàæåííÿìè,H-çàìêíåíiñòü òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï íå çáåðiãà¹òüñÿ

íåïåðåðâíèìè ãîìîìîðôiçìàìè. ßê íàñëiäîê, âèíèêà¹ íàñòóïíå îçíà÷åííÿ:
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íàïiâãðóïà S ∈ A íàçèâà¹òüñÿ àáñîëþòíî H-çàìêíåíîþ â êëàñi A , ÿêùî

äîâiëüíèé íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôíèé îáðàç S ¹ H-çàìêíåíèì â A .

H-çàìêíåíi òà àáñîëþòíî H-çàìêíåíi íàïiâãðóïè ââåäåíi Äæ. Ñòåïïîì

â ñòàòòÿõ [119] i [120]. Ó ðîáîòi [119] äîâåäåíî, ùî êîæíà ãàóñäîðôîâà ëî-

êàëüíî êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà X âêëàäà¹òüñÿ ÿê ùiëüíà ïiäíà-

ïiâãðóïà â H-çàìêíåíó òîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó. Ó ñòàòòi [120] Äæ. Ñòåïï

äîâiâ êðèòåðié àáñîëþòíî¨H-çàìêíåíîñòi äëÿ äèñêðåòíèõ íàïiâãðàòîê: äèñ-

êðåòíà íàïiâãðàòêà X ¹ àáñîëþòíî H-çàìêíåíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè âñi ëàíöþãè â X ¹ ñêií÷åííèìè. Ó öié æå ðîáîòi Äæ. Ñòåïï ïîñòà-

âèâ ïèòàííÿ: ÷è êîæíà H-çàìêíåíà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà ¹ àáñîëþòíî

H-çàìêíåíîþ? Òâåðäæåííÿ 1.2.1, 1.2.2, 1.2.4 òà 1.2.5 äàþòü íåãàòèâíó âiä-

ïîâiäü íà ïðîáëåìó Ñòåïïà. Áiëüøå òîãî, â íàñëiäêó 1.2.9 ïîêàçàíî, ùî

äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà λ iñíó¹ H-çàìêíåíà òîïîëîãi÷-

íà íàïiâãðàòêà, ÿêà äîïóñêà¹ 2λ íåïåðåðâíèõ âiäêðèòî-çàìêíåíèõ ãîìî-

ìîðôíèõ îáðàçiâ, ÿêi íå ¹ H-çàìêíåíèìè òîïîëîãi÷íèìè íàïiâãðàòêàìè.

Ó [72] Î. Ãóòiê i Ä. Ðåïîâø äîñëiäæóâàëè çàìèêàííÿ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèõ

òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðàòîê ó òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðàòêàõ. Âîíè äàëè íåîáõi-

äíi òà äîñòàòíi óìîâè äëÿ òîãî, ùîá ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà íàïiâãðàòêà áó-

ëà H-çàìêíåíîþ â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðàòîê i ïîêàçàëè, ùî äîâiëüíà

H-çàìêíåíà ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà íàïiâãðàòêà ¹ àáñîëþòíî H-çàìêíåíîþ

â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðàòîê. Ó öié æå ïðàöi äîâåäåíî, ùî êîæíà ëi-

íiéíî âïîðÿäêîâàíà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà âêëàäà¹òüñÿ ÿê ùiëüíà ïiäíà-

ïiâãðàòêà â H-çàìêíåíó òîïîëîãi÷íó íàïiâãðàòêó. Òâåðäæåííÿ 1.1.2 îïèñó¹

âñi H-çàìêíåíi òîïîëîãi÷íi íàïiâãðàòêè, ÿêi ìiñòÿòü íàïiâãðàòêè (N,min)

òà (N,max) ÿê ùiëüíèé äèñêðåòíèé ïiäïðîñòið.

Ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ íåñêií÷åííî¨ íåòîïîëîãiçîâíî¨ ãðóïè, òîáòî ãðó-

ïè íà ÿêié iñíó¹ òiëüêè äèñêðåòíà ãàóñäîðôîâà ãðóïîâà òîïîëîãiÿ ïîñòàâ-

ëåíî À. Ìàðêîâèì ó ðîáîòi [4]. Ó 1980 ð. Î. Îëüøàíñüêèé ðîçâ'ÿçàâ öþ

çàäà÷ó, ïîáóäóâàâøè çëi÷åííó íåòîïîëîãiçîâíó ãðóïó [5]. Ç iíøîãî áîêó, â



4

ñòàòòi [133] �. Çåëåíþê ïîêàçàâ, ùî íà äîâiëüíié ãðóïi G iñíó¹ íåäèñêðåòíà

ãàóñäîðôîâà òîïîëîãiÿ τ òàêà, ùî (G, τ) ¹ êâàçiòîïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ. Ïðîá-

ëåìîþ òîïîëîãiçàöi¨ â êëàñi àáåëåâèõ íàïiâãðóï çàéìàâñÿ À. Òàéìàíîâ, ÿêèé

ïîáóäóâàâ ïðèêëàä íåñêií÷åííî¨ íåòîïîëîãiçîâíî¨ àáåëåâî¨ íàïiâãðóïè [7].

Ó ñòàòòi [63] Î. Ãóòiê ïîêàçàâ, ùî ïîáóäîâàíà À. Òàéìàíîâèì íàïiâãðóïà ¹

H-çàìêíåíîþ â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï, ïðîòå êîæåí ¨¨ íåñêií÷åííèé

íåiçîìîðôíèé îáðàç âæå íå ¹ H-çàìêíåíèì.

Áiöèêëi÷íèì ìîíî¨äîì (áiöèêëi÷íîþ íàïiâãðóïîþ) C(p, q) íàçèâà¹òüñÿ
íàïiâãðóïà ç îäèíèöåþ 1 ïîðîäæåíà äâîìà åëåìåíòàìè p òà q, ùî çàäîâiëü-

íÿþòü óìîâó pq = 1. Çàäà÷ó òîïîëîãiçàöi¨ áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè âèâ÷àëè

Ê. Åáåðãàðò i Äæ. Ñåëäåí, ÿêi äîâåëè, ùî íà íié iñíó¹ ëèøå äèñêðåòíà

íàïiâãðóïîâà òîïîëîãiÿ [53]. Ó ñòàòòi [40] öåé ðåçóëüòàò áóëî ïîøèðåíî íà

âèïàäîê íàïiâòîïîëîãi÷íî¨ áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè.

Îäíèì ç óçàãàëüíåíü áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè ¹ ïîëiöèêëi÷íi ìîíî¨äè.

Ïîëiöèêëi÷íèì ìîíî¨äîì Pn, n ∈ N, íàçèâà¹òüñÿ íàïiâãðóïà ç íóëåì i îäè-

íèöåþ, ïîðîäæåíà åëåìåíòàìè p1, . . . , pn, p−1
1 , . . . , p−1

n , ÿêi ïîâ'ÿçàíi ñïiââiä-

íîøåííÿìè: pip−1
i = 1 i pip−1

j = 0, äëÿ âñiõ i ̸= j. Çàóâàæèìî, ùî ìîíî¨ä

P1 içîìîðôíèé áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi ç ïðè¹äíàíèì íóëåì. Ïîëiöèêëi÷íi

ìîíî¨äè ââåäåíi â 1970 ðîöi Ì. Íiâàòîì i Æ.-Ô. Ïåððî â ñòàòòi [107].

Îäíèì ç çîáðàæåíü ïîëiöèêëi÷íèõ ìîíî¨äiâ ¹ iíâåðñíi íàïiâãðóïè íàä

îði¹íòîâàíèìè ãðàôàìè, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç îäíi¹¨ âåðøèíè òà ñêií÷åííî¨

êiëüêîñòi ïåòåëü. Ó ñòàòòi [23] äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëó λ

ââåäåíî ïîíÿòòÿ λ-ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà Pλ, ÿêèé içîìîðôíèé iíâåðñ-

íié íàïiâãðóïi íàä îði¹íòîâàíèì ãðàôîì, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ âåðøèíè

òà λ ïåòåëü. Òîïîëîãiçàöiÿ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï íàä ãðàôàìè äîñëiäæóâà-

ëàñü ó ñòàòòi [102], äå äîâåäåíî, ùî êîæåí íåíóëüîâèé åëåìåíò â òîïîëîãi÷-

íié íàïiâãðóïi íàä äîâiëüíèì îði¹íòîâàíèì ãðàôîì ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ.

Òâåðäæåííÿ 2.2.1 ïîøèðþ¹ öåé ðåçóëüòàò íà âèïàäîê íàïiâòîïîëîãi÷íîãî

λ-ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà. Ó ñòàòòi [102] äîâåäåíî, ùî äîâiëüíà ëîêàëüíî
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êîìïàêòíà íàïiâãðóïîâà òîïîëîãiÿ íà iíâåðñíié íàïiâãðóïi íàä îði¹íòîâà-

íèì ãðàôîì, ÿêèé ìiñòèòü ñêií÷åííó êiëüêiñòü âåðøèí i ñòðiëîê � äèñêðåò-

íà. Òâåðäæåííÿ 2.2.2 ïîøèðþ¹ öåé ðåçóëüòàò íà âèïàäîê òîïîëîãi÷íîãî

λ-ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà. Ó ñòàòòi [62] Î. Ãóòiê äîâiâ, ùî ëîêàëüíî êîì-

ïàêòíèé íàïiâòîïîëîãi÷íèé ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä P1 ¹ àáî äèñêðåòíèì àáî

êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì. Òåîðåìà 2.5.9 óçàãàëüíþ¹ ðåçóëüòàò Ãóòiêà i ïî-

êàçó¹, ùî äèõîòîìiÿ Ãóòiêà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî ëîêàëüíî êîì-

ïàêòíîãî íàïiâòîïîëîãi÷íîãî λ-ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà. Òåîðåìà 2.4.8 äà¹

äîñòàòíi óìîâè äëÿ òîãî, ùîá λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä áóâ àáñîëþòíî H-

çàìêíåíèì ó êëàñi òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï, à ïðèêëàä 2.4.13 ïî-

êàçó¹, ùî äèñêðåòíèé ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä P2 íå ¹ H-çàìêíåíèì â êëàñi

òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï.

ßêùî áiöèêëi÷íà íàïiâãðóïà C(p, q) ¹ âëàñíîþ ùiëüíîþ ïiäíàïiâãðóïîþ

òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè S, òî S\C(p, q) ¹ iäåàëîì â S [53]. Ó òâåðäæåí-

íi 2.2.5 äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò äëÿ íàïiâòîïîëîãi÷íîãî λ-ïîëi-

öèêëi÷íîãî ìîíî¨äà. Áiöèêëi÷íà íàïiâãðóïà íå âêëàäà¹òüñÿ â ñòàáiëüíi i

Γ-êîìïàêòíi òîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè [13, 77]. Íå iñíó¹ çëi÷åííî êîìïàêòíî¨

òîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè, ùî ìiñòèòü içîìîðôíó êîïiþ áiöèêëi÷íî¨

íàïiâãðóïè [71]. Ó ñòàòòi [18] Ò. Áàíàõ, Ñ. Äiìiòðîâà é Î. Ãóòiê ïîêàçàëè,

ùî â àêñiîìàòè÷íèõ ïðèïóùåííÿõ (êîíòèíóóì-ãiïîòåçè ÷è àêñiîìè Ìàð-

òiíà) iñíó¹ òèõîíîâñüêà çëi÷åííî êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà, ÿêà

ìiñòèòü áiöèêëi÷íó íàïiâãðóïó [18]. Ïðèðîäíiì ïîñòà¹ ïèòàííÿ: ÷è âêëà-

äà¹òüñÿ λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä â çëi÷åííî êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó íà-

ïiâãðóïó? Ó ïðàöi [68] Î. Ãóòiê, Ê. Ïàâëèê é À. Ðåéòåð ïîêàçàëè, ùî íå-

ñêií÷åííà íàïiâãðóïà ìàòðè÷íèõ îäèíèöü íå âêëàäà¹òüñÿ â çëi÷åííî êîìïà-

êòíó òîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó. Ç òîãî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëó λ > 1,

λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä ìiñòèòü íàïiâãðóïó ω × ω-ìàòðè÷íèõ îäèíèöü âè-

ïëèâà¹, ùî Pλ íå âêëàäà¹òüñÿ â çëi÷åííî êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó íàïiâãðó-

ïó. Òåîðåìà 2.3.4 óçàãàëüíþ¹ ðåçóëüòàò Ãóòiêà-Ïàâëèê-Ðåéòåðà òà ïîêàçó¹,
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ùî äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëó λ íàïiâãðóïà λ×λ-ìàòðè÷íèõ
îäèíèöü íå âêëàäà¹òüñÿ ÿê ùiëüíèé ïiäïðîñòið ó ãàóñäîðôîâó ñëàáêî êîì-

ïàêòíó òîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó. Ó òåîðåìi 2.3.6 äîâåäåíî, ùî íå iñíó¹ ñëàáêî

êîìïàêòíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè, ùî ìiñòèòü λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä ÿê

ùiëüíó ïiäíàïiâãðóïó.

Íåõàé α � äîâiëüíèé íåíóëüîâèé îðäèíàë. α-Áiöèêëi÷íèì ìîíî¨äîì (α-

áiöèêëi÷íîþ íàïiâãðóïîþ) Bα íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà ωα×ωα íàäiëåíà íàñ-

òóïíîþ áiíàðíîþ àñîöiàòèâíîþ îïåðàöi¹þ:

(a, b) · (c, d) =

 (a+ (c− b), d), ÿêùî b 6 c;

(a, d+ (b− c)), ÿêùî c < b;

äå z = x− y, ÿêùî x = y + z, äëÿ äîâiëüíèõ îðäèíàëiâ x > y.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî α-áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä ¹ óçàãàëüíåííÿì áiöèêëi÷íî¨ íà-

ïiâãðóïè, çîêðåìà ìîíî¨ä B1 içîìîðôíèé áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi. α-Áiöèê-

ëi÷íèé ìîíî¨ä Bα ââåäåíèé â 1973 ðîöi Ä. Õîãàíîì ó ïðàöi [85]. Òîïî-

ëîãiçàöiÿ α-áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà äîñëiäæóâàëàñü ó ñòàòòÿõ [86, 87, 115].

Çîêðåìà, â ñòàòòi [115] À. Ñåëäåí ïîáóäóâàëà íåäèñêðåòíó òîïîëîãiþ íà

2-áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äi B2. Ó ñòàòòi [86] Ä. Õîãàí ïîêàçàâ, ùî åëåìåíò

(a, b) òîïîëîãi÷íîãî α-áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ, ÿêùî a

òà b ¹ íåãðàíè÷íèìè îðäèíàëàìè. Òâåðäæåííÿ 3.1.7 óçàãàëüíþ¹ öåé ðåçóëü-

òàò i ïîêàçó¹, ùî äëÿ içîëüîâàíîñòi åëåìåíòà (a, b) ∈ Bα äîñòàòíüî íàðiçíî¨

íåïåðåðâíîñòi îïåðàöi¨ â Bα i òîãî, ùî õî÷à á îäèí ç îðäèíàëiâ a ÷è b

áóâ íåãðàíè÷íèì. Òåîðåìà 3.2.1 ñòâåðäæó¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî îðäèíàëó

α < ω + 1 iñíó¹ ëèøå äèñêðåòíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà íàïiâãðóïîâà òîïî-

ëîãiÿ íà α-áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äi. Ó ïðèêëàäi 3.2.2 ïîáóäîâàíî íåäèñêðåòíó

ëîêàëüíî êîìïàêòíó òîïîëîãiþ, ùî ïåðåòâîðþ¹ ω + 1-áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä

ó òîïîëîãi÷íó iíâåðñíó íàïiâãðóïó. Ç ïîáóäîâàíîãî ïðèêëàäó âèïëèâà¹, ùî

òåîðåìà 2.9 ç [86] â ÿêié ñòâåðäæóâàëîñü, ùî äîâiëüíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà

íàïiâãðóïîâà òîïîëîãiÿ íà α-áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äi ¹ äèñêðåòíîþ � íåâiðíà.
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In the class of topological spaces,H-closedness is one of the forms of comple-

teness. In general topology, this notion was introduced by P. Alexandro� and

P. Uryson as a generalization of compactness. A Hausdor� topological space

X called H-closed, if X is a closed subset of each topological space Y which

contains X as a subspace.

The notion of H-closed topological space has its natural analog in di�erent

classes of Hausdor� (semi)topological algebras: groups, semigroups, semilattices

etc. Let A be an arbitrary class of Hausdor� semitopological semigroups. A

semigroup S ∈ A is called H-closed in A , if S is a closed subsemigroup of

an arbitrary semigroup T ∈ A which contains S. H-closedness of topological

spaces is preserved by continuous images. However, there exists a continuous

homomorphic image of a H-closed topological semigroup which is not H-closed.

As a consequence, the following de�nition arises: a semigroup S ∈ A is called

absolutely H-closed in the class A , if each continuous homomorphic image of

S is H-closed in A .

H-closed and absolutely H-closed semigroups were introduced by J. Stepp

in [119] and [120]. In [119] it was proved that each Hausdor� locally compact

topological semigroup X embeds as a dense subsemigroup into an H-closed

topological semigroup. In [120] J. Stepp gave necessary and su�cient conditi-

ons of the absolute H-closedness for discrete semilattices: a discrete semilattice
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X is absolutely H-closed if and only if all maximal chains in X are �nite. Also

in [120] J. Stepp asked the following question: is it true that each H-closed

topological semilattice is absolutely H-closed? Propositions 1.2.1, 1.2.2, 1.2.4

and 1.2.5 give a negative answer on Stepp's question. Moreover, Corollary 1.2.9

shows that for each in�nite cardinal λ there exists an H-closed topological semi-

lattice which has 2λ continuous open-and-closed homomorphic images which are

not H-closed. In [72] O. Gutik and D. Repov�s investigated the closures of the

linearly ordered topological semilattices in topological semilattices. They gave

necessary and su�cient conditions for linearly ordered topological semilattices

to be H-closed and showed that each H-closed linearly ordered semilattice is

absolutely H-closed in the class of topological semilattices. Also in [72] the

authors proved that each linearly ordered topological semilattice embeds as

a dense subsemilattice in a linearly ordered H-closed topological semilattice.

Proposition 1.1.2 describes all H-closed topological semilattices which contain

the semilattices (N,min) and (N,max) as dense discrete subspaces.

The problem of non-discrete Hausdor� topologization of in�nite groups

was posed by A. Markov in [4]. This problem was resolved by O. Olshanskiy

in [5] who constructed an in�nite countable group G admitting no non-discrete

Hausdor� group topologies. On the other hand, Ye. Zelenyuk in [133] proved

that each group G admits a non-discrete Hausdor� topology τ such that (G, τ)

is a quasitopological group. Topologizations of an abelian semigroups were

investigated by A. Taimanov, who constructed an example of an in�nite abeli-

an semigroup A which admits only discrete semigroup topology [7]. In [63], O.

Gutik showed that the semigroup A which was constructed by Taimanov is H-

closed in the class of topological semigroups, but each in�nite non-isomorphic

image of A is not H-closed.

The bicyclic monoid (bicyclic semigroup) C(p, q) is a semigroup with the

unit 1 which is generated by two elements p an q subject to the condition

pq = 1. Topologization of the bicyclic monoid was investigated by C. Eberhart
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and J. Selden. They proved that the bicyclic semigroup admits only the discrete

semigroup Hausdor� topology [53]. In [40] this result was extended for the case

of semitopological bicyclic semigroup.

One of generalizations of the bicyclic monoid is a polycyclic monoid. A

polycyclic monoid Pn, n ∈ N, is a semigroup with identity and zero generated

by the elements p1, .., pn, p−1
1 , .., p−1

n subject to the conditions pip−1
i = 1 and

pip
−1
j = 0 for all i ̸= j. Observe that the monoid P1 is isomorphic to the

bicyclic monoid with adjoined zero. The polycyclic monoids were introduced in

1970 by M. Nivat and J.-F. Perrot in [107].

One of the representation of the polycyclic monoid Pn is the graph inverse

semigroup over a directed graph which consists of one vertex and n edges.

In [23] for an arbitrary in�nite cardinal λ there was introduced a notion of a

λ-polycyclic monoid Pλ which is isomorphic to the graph inverse semigroup

over the directed graph E which consists of one vertex and λ edges. Topologi-

zation of graph inverse semigroups was investigated in [102], where it was

shown that each non-zero element of an arbitrary topological graph inverse

semigroup is an isolated point. Proposition 2.2.1 extends this result over the

case of a semitopological λ-polycyclic monoid. In [102] it was proved that each

locally compact semigroup topology on the graph inverse semigroup over a �-

nite graph E is discrete. Proposition 2.2.2 extends this result over the case of

a topological λ-polycyclic monoid. In [62] O. Gutik proved that a Hausdor�

semitopological locally compact polycyclic monoid P1 is either compact or

discrete. Theorem 2.5.9 extends Gutik's result and shows that for each non-

zero cardinal λ a Hausdor� semitopological locally compact monoid Pλ is eit-

her compact or discrete. Theorem 2.4.8 gives su�cient conditions for the λ-

polycyclic monoid to be absolutely H-closed in the class of topological inverse

semigroups. Example 2.4.13 shows that the discrete monoid P2 is not H-closed

in the class of topological inverse semigroups.

If a bicyclic semigroup C(p, q) embeds as a dense subsemigroup in a topologi-
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cal semigroup S then the set S\C(p, q) is an ideal in S [53]. In Propositi-

on 2.2.5 a similar result was proved for a semitoplogical λ-polycyclic monoid.

The bicyclic monoid does not embed in the stable and Γ-compact topologi-

cal semigroups [13, 77]. There exists no countably compact topological inverse

semigroup which contains an isomorphic copy of the bicyclic semigroup [71].

However, in [18] T. Banakh, S. Dimitrova and O. Gutik showed that under

set theoretic assumptions (Continuum Hypothesis or Martin's axiom) there

exists a Tychono� countably compact topological semigroup which contains

an isomorphic copy of the bicyclic semigroup [18]. A natural question arises:

Can the λ-polycyclic monoid be embedded in a countably compact topological

semigroup? In [68] O. Gutik, K. Pavlyk and A. Reiter show that an in�nite

semigroup of matrix units does not embed in a countably compact topological

semigroup. Since for each cardinal λ > 1, the λ-polycyclic monoid contains

an isomorphic copy of the semigroup of ω × ω-matrix units we see that the

monoid Pλ does not embed in a countably compact topological semigroup.

Theorem 2.3.4 generalizes this result of Gutik, Pavlyk and Reiter and shows

that for each in�nite cardinal λ the semigroup of λ×λ-matrix units does not

embed as a dense subsemigroup into a feebly compact topological semigroup.

Theorem 2.3.6 shows that there exists no feebly compact topological semigroup

which contains the monoid Pλ as a dense subsemigroup.

Let α be an arbitrary non-zero ordinal. By the α-bicyclic monoid (α-bicyclic

semigroup)Bα we denote the set ωα×ωα endowed with the following semigroup

operation:

(a, b) · (c, d) =

 (a+ (c− b), d), if b 6 c;

(a, d+ (b− c)), if c < b;

where z = x− y i� x = y + z, for each ordinals x > y.

Obviously, the α-bicyclic monoid is a generalization of the bicyclic semi-

group. In particular, the monoid B1 is isomorphic to the bicyclic semigroup.

An α-bicyclic monoid Bα was introduced by J. Hogan in [85]. Topologizations
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of the α-bicyclic monoid were investigated in [86,87,115]. In particular, in [115]

A. Selden constructed a non-discrete inverse semigroup topology on the monoid

B2. In [86], J. Hogan showed that an element (a, b) of a topological α-bicyclic

monoid is an isolated point if either a or b is a non-limit ordinal. Propositi-

on 3.1.7 extends this result and shows that an element (a, b) of a semitopologi-

cal polycyclic monoid Bα is an isolated point if either a or b is a non-limit

ordinal. Theorem 3.2.1 shows that, for each ordinal α < ω+1, there exists only

the discrete Hausdor� locally compact semigroup topology on the α-bicyclic

monoid. However, in Example 3.2.2 a non-discrete Hausdor� locally compact

inverse semigroup topology on Bω+1 is constructed. This example shows that

there is a gap in proof of the Theorem 2.9 from [86], where it was claimed that

for each ordinal α the only Hausdor� locally compact semigroup topology on

the α-bicyclic monoid is a discrete topology.

Key words: H-closed topological semilattice, topological inverse semi-

group, semitopological α-bicyclic monoid, semitopological polycyclic monoid,

locally compact space.
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ÂÑÒÓÏ

Iñòîðè÷íà äîâiäêà, îãëÿä ëiòåðàòóðè òà ìîòèâàöiÿ äîñëiäæåíü

Òåîðiÿ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï çàðîäèëàñÿ â êiíöi 40-õ ðîêiâ ìèíóëî-

ãî ñòîëiòòÿ. Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè ïåðøîãî åòàïó ðîçâèòêó òåîði¨ òî-

ïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï ¹ ïðàöi Óîëëåñà [123�129], Iñåêi [90], Êîõà [95], Íó-

ìàêóðè [108, 109], Òàìóðè [122], Øâàðöà [121], Ôîñåòòà [54, 55]. Ïiäñóìêîì

ïåðøîãî åòàïó ðîçâèòêó òåîði¨ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï ¹ îãëÿäîâà ñòàòòÿ

Óîëëåñà [130]. Â êiíöi ï'ÿòäåñÿòèõ ðîêiâ ïî÷èíà¹òüñÿ áóðõëèâèé ðîçâèòîê

òîïîëîãi÷íî¨ àëãåáðè i, çîêðåìà, òåîði¨ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï. Ó öüîìó

íàïðÿìêó ïî÷èíàþòü ïðàöþâàòè ìàòåìàòèêè ñâiòîâîãî ðiâíÿ: Àíäåðñîí,

Ãàäñîí, Ãîôìàíí, Êîëëiíç, Ìîñòåðò, Ñåëäåí, Õ'þiòò. Ó öåé ÷àñ â îñíîâ-

íîìó äîñëiäæóþòüñÿ êîìïàêòíi çâÿçíi òîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè. Ðåçóëüòàòè

öèõ äîñëiäæåíü âèêëàäåíi â îãëÿäi Ìîñòåðòà [103] i â ìîíîãðàôiÿõ Ãîôìàí-

íà i Ìîñòåðòà [80] òà Ïààëìàí-äå-Ìiðàíäè [110].

Â 60-õ ðîêàõ ïîëå äîñëiäæåíü â òåîði¨ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï çíà÷íî

ðîçøèðþ¹òüñÿ, â íüîìó ç'ÿâëÿþòüñÿ áàãàòî íîâèõ íàïðÿìêiâ, îñíîâíèìè ç

ÿêèõ ¹:

• íàïiâòîïîëîãi÷íi (ëiâîòîïîëîãi÷íi, ïðàâîòîïîëîãi÷íi) íàïiâãðóïè,

òîáòî íàïiâãðóïè ç íåïåðåðâíèìè (ëiâèìè, ïðàâèìè) çñóâàìè;

• òîïîëîãi÷íi íàïiâãðàòêè;

• òîïîëîãi÷íi iíâåðñíi íàïiâãðóïè;

• íàïiâãðóïè íà ìíîãîâèäàõ;

• ëiâî � iíâàðiàíòíi (ïðàâî � iíâàðiàíòíi) ìiðè íà òîïîëîãi÷íèõ íàïiâ-

ãðóïàõ

òà iíøi. Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü öèõ òà iíøèõ íàïðÿìêiâ òåîði¨ òîïîëîãi÷íèõ

íàïiâãðóï âèêëàäåíî â ìîíîãðàôiÿõ [8, 35�37, 42, 52, 57�59, 78�84, 88, 93, 104,
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110,112,114,117,134].

Îñíîâíèìè íàïðÿìêàìè äîñëiäæåíü â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ¹:

• H-çàìêíåíiñòü òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï òà íàïiâãðàòîê;

• òîïîëîãiçàöiÿ íàïiâãðóï.

Îäíi¹þ ç ôîðì ïîâíîòè â êëàñi ãàóñäîðôîâèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

¹ ïîíÿòòÿ H-çàìêíåíîñòi. Ó çàãàëüíié òîïîëîãi¨ öå ïîíÿòòÿ áóëî ââåäåíî

Ï. Àëåêñàíäðîâèì i Ï. Óðèñîíîì ÿê óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ êîìïàêòíîñòi.

Ãàóñäîðôîâèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ H-çàìêíåíèì, ÿêùî

âií ¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì â êîæíîìó ãàóñäîðôîâîìó ïðîñòîði Y , ÿêèé

ìiñòèòü éîãî ÿê ïiäïðîñòið. Ó 1923 ð. â ðîáîòi [11] Ï. Àëåêñàíäðîâ i Ï. Óðè-

ñîí äîâåëè êðèòåðié H�çàìêíåíîñòi òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ: ãàóñäîðôîâèé

òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ¹ H-çàìêíåíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äî-

âiëüíîãî âiäêðèòîãî ïîêðèòòÿ F = {Uα}α∈A ïðîñòîðó X iñíó¹ ñêií÷åííèé

íàáið {α1, . . . , αn} åëåìåíòiâ ìíîæèíè A òàêèé, ùî ∪n
k=1Uαk

= X. Ç êðè-

òåðiþ H-çàìêíåíîñòi âèïëèâà¹, ùî ðåãóëÿðíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ¹

H-çàìêíåíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè X � êîìïàêòíèé. Ó 1940 ð. Ì. Êàòå-

òîâ äîâiâ, ùî íåïåðåðâíèé îáðàç H-çàìêíåíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó ¹

H-çàìêíåíèì i, ÿêùî êîæåí çàìêíåíèé ïiäïðîñòið ãàóñäîðôîâîãî ïðîñòîðó

X ¹ H-çàìêíåíèì, òî X � êîìïàêòíèé ïðîñòið [94].

Ïîíÿòòÿ H-çàìêíåíîñòi òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ïðèðîäíèì ÷èíîì ïå-

ðåíîñèòüñÿ íà êëàñè ãàóñäîðôîâèõ òîïîëîãi÷íèõ (íàïiâòîïîëîãi÷íèõ) àë-

ãåáð: ãðóï, íàïiâãðóï, íàïiâãðàòîê, òîùî. Íåõàé A � äåÿêèé êëàñ ãàóñ-

äîðôîâèõ íàïiâòîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï. Íàïiâãðóïà S ∈ A íàçèâà¹òüñÿ

H-çàìêíåíîþ â êëàñi A , ÿêùî S ¹ çàìêíåíîþ ïiäíàïiâãðóïîþ êîæíî¨ íà-

ïiâòîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè T ∈ A , ÿêà ìiñòèòü S ÿê ïiäíàïiâãðóïó.

H-çàìêíåíi òîïîëîãi÷íi ãðóïè â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ ãðóï âèâ÷àâ Ä. Ðàé-

êîâ, i âií ¨õ íàçèâàâ àáñîëþòíî çàìêíåíèìè. Ó 1946 ð. Ä. Ðàéêîâ äîâiâ êðè-

òåðié àáñîëþòíî¨ çàìêíåíîñòi òîïîëîãi÷íèõ ãðóï: òîïîëîãi÷íà ãðóïà ¹ àáñî-

ëþòíî çàìêíåíîþ â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ ãðóï òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà
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ïîâíà ñòîñîâíî äâîái÷íî¨ ðiâíîìiðíîñòi [6]. Çàóâàæèìî, ùî ãîìîìîðôíèé

íåïåðåðâíèé îáðàç àáñîëþòíî çàìêíåíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè íå îáîâ'ÿçêîâî

¹ àáñîëþòíî çàìêíåíèì. ßê íàñëiäîê âèíèêà¹ íàñòóïíå îçíà÷åííÿ: íàïiâ-

ãðóïà S ∈ A íàçèâà¹òüñÿ àáñîëþòíî H-çàìêíåíîþ â êëàñi A , ÿêùî äî-

âiëüíèé íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôíèé îáðàç S ¹ H-çàìêíåíèì â A . Â òåîði¨

òîïîëîãi÷íèõ ãðóï àáñîëþòíî H-çàìêíåíi òîïîëîãi÷íi ãðóïè íàçèâàþòüñÿ

h-ïîâíèìè. Äîñi ïîâíiñòþ íåðîçâ'ÿçàíèì çàëèøà¹òüñÿ ïèòàííÿ: êîëè àáñî-

ëþòíî çàìêíåíà òîïîëîãi÷íà ãðóïà ¹ h-ïîâíîþ? Âiäîìî, ùî ïðÿìèé äîáóòîê

h-ïîâíèõ òîïîëîãi÷íèõ ãðóï ¹ h-ïîâíèì i çàìêíåíà öåíòðàëüíà ïiäãðóïà h-

ïîâíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè ¹ h-ïîâíîþ [50]. Ó 2003 ð. Î. Ðàâñüêèé âêàçàâ

óìîâè, çà ÿêèõ êîìóòàòèâíà òîïîëîãi÷íà ãðóïà ¹ H�çàìêíåíîþ â êëàñi ïà-

ðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï [113]. Ó ðîáîòi [25] áóëè âêàçàíi äîñòàòíi óìîâè äëÿ òî-

ãî, ùîá êâàçiòîïîëîãi÷íà (íàïiâòîïîëîãi÷íà ç íåïåðåðâíîþ iíâåðñi¹þ) ãðóïà

áóëà H-çàìêíåíà â êëàñi êâàçiòîïîëîãi÷íèõ ãðóï, ùî äàëî çìîãó ðîçâ'ÿçà-

òè ïðîáëåìó Àðõàíãåëüñêîãî�×îáàíà, ïîñòàâëåíó â ðîáîòi [15], à ñàìå, ùî

òîïîëîãi÷íà ãðóïà G ¹ H-çàìêíåíîþ â êëàñi êâàçiòîïîëîãi÷íèõ ãðóï òî-

äi i òiëüêè òîäi, êîëè G ¹ ïîâíîþ çà Ðàéêîâèì. Ó ðîáîòi [61] Î. Ãóòiê

äîâiâ, ùî òîïîëîãi÷íà ãðóïà G ¹ H-çàìêíåíîþ â êëàñi íàïiâòîïîëîãi÷íèõ

iíâåðñíèõ íàïiâãðóï ç íåïåðåðâíîþ iíâåðñi¹þ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè G

¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.

H-çàìêíåíi òà àáñîëþòíî H-çàìêíåíi íàïiâãðóïè ââåäåíi Äæ. Ñòåïïîì

â ñòàòòÿõ [119] òà [120], äå âîíè íàçèâàëèñü ìàêñèìàëüíèìè (âiäï. àáñîëþ-

òíî ìàêñèìàëüíèìè) íàïiâãðóïàìè. Ó ðîáîòi [119] äîâåäåíî, ùî êîæíà ãà-

óñäîðôîâà ëîêàëüíî êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà X âêëàäà¹òüñÿ ÿê

ùiëüíà ïiäíàïiâãðóïà â H-çàìêíåíó òîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó. Â ñòàòòi [120]

Äæ. Ñòåïï äîâiâ êðèòåðié àáñîëþòíî¨ H-çàìêíåíîñòi äëÿ äèñêðåòíèõ íà-

ïiâãðàòîê: äèñêðåòíà íàïiâãðàòêà X ¹ àáñîëþòíî H-çàìêíåíîþ òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè âñi ëàíöþãè â X ¹ ñêií÷åííèìè. Ó öié æå ðîáîòi Äæ.

Ñòåïï ïîñòàâèâ ïèòàííÿ: ÷è êîæíà H-çàìêíåíà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà
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¹ àáñîëþòíî H-çàìêíåíîþ? Â ñòàòòi [72] Î. Ãóòiê i Ä. Ðåïîâø äîñëiäæó-

âàëè çàìèêàííÿ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèõ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðàòîê ó òîïî-

ëîãi÷íèõ íàïiâãðàòêàõ. Âîíè äàëè íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè äëÿ òîãî, ùîá

ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà íàïiâãðàòêà áóëà H-çàìêíåíîþ â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ

íàïiâãðàòîê i ïîêàçàëè, ùî äîâiëüíà H-çàìêíåíà ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà íà-

ïiâãðàòêà ¹ àáñîëþòíî H-çàìêíåíîþ â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðàòîê. Ó

öié æå ïðàöi äîâåäåíî, ùî êîæíà ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà òîïîëîãi÷íà íàïiâ-

ãðàòêà âêëàäà¹òüñÿ ÿê ùiëüíà ïiäíàïiâãðàòêà â H-çàìêíåíó òîïîëîãi÷íó

íàïiâãðàòêó.

Â ñòàòòi [3] äîâåäåíî, ùî ñèììåòðè÷íèé iíâåðñíèé ìîíî¨ä îáìåæåíî-

ãî ñêií÷åíîãî ðàíãó ¹ H-çàìêåíèì â êëàñi íàïiâòîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï ç

íåïåðåðâíî¨ iíâåðñi¹þ. Î. Ãóòiê i Ê. Ïàâëèê â ðîáîòi [67] äîâåëè, ùî íàïiâ-

ãðóïà ìàòðè÷íèõ îäèíèöü ¹ H-çàìêíåíîþ â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ

íàïiâãðóï. Ó ïðàöi [68] Î. Ãóòiê, Ê. Ïàâëèê é À. Ðåéòåð ïîêàçàëè, ùî íà-

ïiâãðóïà ìàòðè÷íèõ îäèíèöü ¹ H-çàìêíåíà â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï,

ÿêùî ïiäíàïiâãðóïà ¨¨ iäåìïîòåíòiâ ¹ êîìïàêòíîþ.

Ïèòàííÿ iñíóâàííÿ íåñêií÷åííî¨ íåòîïîëîãiçîâíî¨ ãðóïè, òîáòî ãðóïè

íà ÿêié iñíó¹ ëèøå äèñêðåòíà ãàóñäîðôîâà ãðóïîâà òîïîëîãiÿ áóëî ïîñòàâ-

ëåíî À. Ìàðêîâèì ó ðîáîòi [4]. Â 1980 ð. Î. Îëüøàíñüêèé ðîçâ'ÿçàâ öþ

çàäà÷ó, ïîáóäóâàâøè çëi÷åííó íåòîïîëîãiçîâíó ãðóïó [5]. Ç iíøîãî áîêó â

ñòàòòi [133] �. Çåëåíþê ïîêàçàâ, ùî íà äîâiëüíié ãðóïi G iñíó¹ íåäèñêðåò-

íà ãàóñäîðôîâà òîïîëîãiÿ τ òàêà, ùî (G, τ) ¹ êâàçiòîïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ.

Ïðîáëåìó òîïîëîãiçàöi¨ àáåëåâèõ íàïiâãðóï çàéìàâñÿ À. Òàéìàíîâ, ÿêèé

ïîáóäóâàâ ïðèêëàä íåòîïîëîãiçîâíî¨ àáåëåâî¨ íàïiâãðóïè [7]. Â ñòàòòi [63]

Î. Ãóòiê ïîêàçàâ, ùî ïîáóäîâàíà À. Òàéìàíîâèì íàïiâãðóïà ¹H-çàìêíåíîþ

â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï, ïðîòå êîæåí ¨¨ íåñêií÷åííèé íåiçîìîðôíèé

îáðàç âæå íå ¹ H-çàìêíåíîþ òîïîëîãi÷íîþ íàïiâãðóïîþ.

Áiöèêëi÷íèì ìîíî¨äîì (áiöèêëi÷íîþ íàïiâãðóïîþ) íàçèâà¹òüñÿ íàïiâ-

ãðóïà C(p, q) ç îäèíèöåþ 1 ïîðîäæåíà äâîìà åëåìåíòàìè p òà q, ùî çàäî-
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âiëüíÿþòü óìîâó pq = 1. Áiöèêëi÷íà íàïiâãðóïà âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ÿê

â àëãåáðà¨÷íié òåîði¨ íàïiâãðóï, òàê i â òåîði¨ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï. Íà-

ïðèêëàä, äîáðå âiäîìèé ðåçóëüòàò Àíäåðñåíà [12] ñòâåðäæó¹, ùî (0�)ïðîñòà

íàïiâãðóïà ¹ öiëêîì (0�)ïðîñòîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà íå ìiñòèòü ái-

öèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè. Çàäà÷ó òîïîëîãiçàöi¨ áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè âèâ÷àëè

Ê. Åáåðãàðò i Äæ. Ñåëäåí, ÿêi äîâåëè, ùî íà íié iñíó¹ ëèøå äèñêðåòíà íà-

ïiâãðóïîâà òîïîëîãiÿ [53]. Â ñòàòòi [40] öåé ðåçóëüòàò áóëî ïîøèðåíî íà

âèïàäîê íàïiâòîïîëîãi÷íî¨ áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè.

Îäíèì ç óçàãàëüíåíü áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè ¹ ïîëiöèêëi÷íi ìîíî¨äè.

Ïîëiöèêëi÷íèì ìîíî¨äîì Pn, n ∈ N, íàçèâà¹òüñÿ íàïiâãðóïà ç íóëåì, ÿêà

âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

Pn =
⟨
{pi}i6n∈N ,

{
p−1
i

}
i6n∈N | pip−1

i = 1, pip
−1
j = 0 äëÿ âñiõ i ̸= j

⟩
.

Çàóâàæèìî, ùî ìîíî¨ä P1 içîìîðôíèé áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi ç ïðè¹äíàíèì

íóëåì. Ïîëiöèêëi÷íi ìîíî¨äè ââåäåíi â 1970 ð. Ì. Íiâàòîì i Æ.-Ô. Ïåððî

â ñòàòòi [107].

Íåõàé E = (E0, E1, r, s) � äîâiëüíèé îði¹íòîâàíèé ãðàô, äå E0 � ìíî-

æèíà âåðøèí ãðàôà E, E1 � ìíîæèíà ñòðiëîê ãðàôà E, à r i s ôóíêöi¨

âèçíà÷åíi íà ìíîæèíi E1, ÿêi êîæíié ñòðiëöi ñòàâëÿòü ó âiäïîâiäíiñòü âåð-

øèíó â ÿêó âîíà âõîäèòü i ç ÿêî¨ âîíà âèõîäèòü, âiäïîâiäíî.

Iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ G(E) íàä îði¹íòîâàíèì ãðàôîì E íàçèâà¹òüñÿ

íàïiâãðóïà ç íóëåì, ïîðîäæåíà åëåìåíòàìè ìíîæèí E0, E1 òà E−1 = {e−1 :

e ∈ E1} ç âèçíà÷åíèìè íà íèõ íàñòóïíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:
(i) a · b = a, ÿêùî a = b i a · b = 0, ÿêùî a ̸= b;

(ii) s(e) · e = e · r(e) = e;

(iii) e−1 · s(e) = r(e) · e−1 = e−1;

(iv) e · f−1 = s(e), ÿêùî e = f i e · f−1 = 0, ÿêùî e ̸= f ,

äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ a, b ∈ E0 i e, f ∈ E1.

Iíâåðñíà íàïiâãðóïà íàä îði¹íòîâàíèì ãðàôîì, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨
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âåðøèíè òà n ïåòåëü içîìîðôíà ïîëiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äó Pn. Àëãåáðà¨÷íi

âëàñòèâîñòi iíâåðñíèõ íàïiâãðóï íàä ãðàôàìè òà ïîëiöèêëi÷íèõ ìîíî¨äiâ

äîñëiäæóâàëèñü â ñòàòòÿõ [91,92,100,101]. Â ñòàòòi [23] äëÿ äîâiëüíîãî êàð-

äèíàëó λ > 1 ââåäåíî ïîíÿòòÿ λ-ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà Pλ, îäíå ç çîáðà-

æåíü ÿêîãî ìà¹ âèãëÿä iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè íàä îði¹íòîâàíèì ãðàôîì, ùî

ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ âåðøèíè òà λ ïåòåëü. Òîïîëîãiçàöiÿ iíâåðñíèõ íàïiâ-

ãðóï íàä ãðàôàìè äîñëiäæóâàëàñü ó ñòàòòi [102], äå äîâåäåíî, ùî êîæåí

íåíóëüîâèé åëåìåíò ó òîïîëîãi÷íié iíâåðñíié íàïiâãðóïi íàä äîâiëüíèì îði-

¹íòîâàíèì ãðàôîì ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ i, ùî äîâiëüíà ëîêàëüíî êîìïà-

êòíà íàïiâãðóïîâà òîïîëîãiÿ íà iíâåðñíié íàïiâãðóïi íàä îði¹íòîâàíèì ãðà-

ôîì, ÿêèé ìiñòèòü ñêií÷åííó êiëüêiñòü âåðøèí i ñòðiëîê ¹ äèñêðåòíîþ. Â

ñòàòòi [62] Î. Ãóòiê äîâiâ, ùî ëîêàëüíî êîìïàêòíà íàïiâòîïîëîãi÷íà áiöè-

êëi÷íà íàïiâãðóïà ç ïðè¹äíàíèì íóëåì ¹ àáî äèñêðåòíèì, àáî êîìïàêòíèì

ïðîñòîðîì.

ßêùî áiöèêëi÷íà íàïiâãðóïà C(p, q) ¹ âëàñíîþ ùiëüíîþ ïiäíàïiâãðóïîþ

òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè S, òî S\C(p, q) ¹ iäåàëîì â S [53]. Áiöèêëi÷íà íà-

ïiâãðóïà íå âêëàäà¹òüñÿ â ñòàáiëüíi é Γ-êîìïàêòíi òîïîëîãi÷íi íàïiâãðó-

ïè [13,77]. Íå iñíó¹ çëi÷åííî êîìïàêòíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè,

ùî ìiñòèòü içîìîðôíó êîïiþ áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè [71]. Â ñòàòòÿõ [17] i [18]

Ò. Áàíàõ, Ñ. Äiìiòðîâà é Î. Ãóòiê âêàçàëè óìîâè, çà ÿêèõ áiöèêëi÷íà íà-

ïiâãðóïà íå âêëàäà¹òüñÿ â ïñåâäîêîìïàêòíi òà çëi÷åíîêîìïàêòíi òîïîëîãi÷-

íi íàïiâãðóïè. Òèì íå ìåíøå, â àêñiîìàòè÷íèõ ïðèïóùåííÿõ (êîíòèíóóì-

ãiïîòåçè ÷è àêñiîìè Ìàðòiíà) iñíó¹ òèõîíiâñüêà çëi÷åííî êîìïàêòíà òîïî-

ëîãi÷íà íàïiâãðóïà, ÿêà ìiñòèòü áiöèêëi÷íó íàïiâãðóïó [18]. Ïðèðîäíèì ïî-

ñòà¹ ïèòàííÿ: ÷è âêëàäà¹òüñÿ λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä ó çëi÷åííî êîìïàêòíó

òîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó?

Íåõàé α � äîâiëüíèé îðäèíàë. α-Áiöèêëi÷íèì ìîíî¨äîì (α-áiöèêëi÷íîþ

íàïiâãðóïîþ) Bα íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà ωα×ωα ç âèçíà÷åíîþ íà íié áiíàð-

íîþ àñîöiàòèâíîþ îïåðàöi¹þ:
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(a, b) · (c, d) =

 (a+ (c− b), d), ÿêùî b 6 c;

(a, d+ (b− c)), ÿêùî c < b;

äå z = x− y, ÿêùî x = y + z, äëÿ äîâiëüíèõ îðäèíàëiâ x > y.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî α-áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä ¹ óçàãàëüíåííÿì áiöèêëi÷íî¨ íà-

ïiâãðóïè, çîêðåìà, ìîíî¨ä B1 içîìîðôíèé áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi. α-Áiöèê-

ëi÷íèé ìîíî¨ä Bα ââåäåíèé ó 1973 ð. Ä. Õîãàíîì ó ðîáîòi [85]. Â öié æå

ðîáîòi Ä. Õîãàí äîñëiäèâ àëãåáðà¨÷íi âëàñòèâîñòi α-áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà i

ïîêàçàâ, ùî Bα âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü â ñòðóêòóði ðåãóëÿðíèõ áiïðîñòèõ

íàïiâãðóï, ìíîæèíà iäåìïîòåíòiâ ÿêèõ içîìîðôíà íàïiâãðàòöi (ωα,max).

Òîïîëîãiçàöiÿ α-áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà äîñëiäæóâàëàñü â ñòàòòÿõ [86,87,115].

Çîêðåìà, â ñòàòòi [115] À. Ñåëäåí ïîáóäóâàëà íåäèñêðåòíó òîïîëîãiþ íà

2-áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äi B2. Â ñòàòòi [86] Ä. Õîãàí ïîêàçàâ, ùî åëåìåíò

(a, b) òîïîëîãi÷íîãî α-áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà ¹ içîëüîâàíèì, ÿêùî a òà b ¹

íåãðàíè÷íèìè îðäèíàëàìè. Òîïîëîãiçàöiÿ íàïiâãðóï, ÿêi ¹ óçàãàëüíåííÿìè

áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè äîñëiäæóâàëàñü ó ñòàòòÿõ [44,56,73].

Â äèñåðòàöi¨ ðîçâ'ÿçàíî ïðîáëåìó Ñòåïïà, à ñàìå, ïîáóäîâàíî ïðèêëàä

H-çàìêíåíî¨ àëå íå àáñîëþòíî H-çàìêíåíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðàòêè. Äî-

âåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëó λ ëîêàëüíî êîìïàêòíèé íàïiâòîïî-

ëîãi÷íèé λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä ¹ àáî êîìïàêòíèì, àáî äèñêðåòíèì ïðî-

ñòîðîì. Ïîêàçàíî, ùî λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä íå âêëàäà¹òüñÿ â çëi÷åííî

êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó, i âêàçàíî äîñòàòíi óìîâè äëÿ òîãî, ùîá

λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä áóâ àáñîëþòíî H-çàìêíåíèì ó êëàñi òîïîëîãi÷íèõ

iíâåðñíèõ íàïiâãðóï. Äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî îðäèíàëó α < ω+1 ¹äè-

íîþ ëîêàëüíî êîìïàêòíîþ íàïiâãðóïîâîþ òîïîëîãi¹þ íà α-áiöèêëi÷íîìó

ìîíî¨äi ¹ äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ òà ïîáóäîâàíî ïðèêëàä íåäèñêðåòíî¨ ëîêàëü-

íî êîìïàêòíî¨ òîïîëîãi¨ τ íà ω+1-áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äi òàêî¨, ùî (Bω+1, τ)

¹ òîïîëîãi÷íîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ. Öåé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî òåîðå-

ìà 2.9 ç [86], â ÿêié ñòâåðäæóâàëîñü, ùî äëÿ äîâiëüíîãî îðäèíàëó α ¹äèíîþ
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ëîêàëüíî êîìïàêòíîþ íàïiâãðóïîâîþ òîïîëîãi¹þ íà α-áiöèêëi÷íîìó ìîíî-

¨äi ¹ äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ � íåâiðíà.

Â äàíèé ÷àñ ó âèùå ïåðåëi÷åíèõ íàïðÿìêàõ ïðàöþþòü òàêi ìàòåìàòè-

êè: À. Î. Àðõàíãåëüñêié (Ìîñêâà, Ðîñiÿ), Ò. Î. Áàíàõ (Ëüâiâñüêèé ÍÓ),

Â. Ì. Ãàâðèëêiâ (Ïðèêàðïàòñüêèé ÍÓ), I. É. Ãóðàí (Ëüâiâñüêèé ÍÓ),

Î. Â. Ãóòiê (Ëüâiâñüêèé ÍÓ), Ô. Ëií (Minam Normal Univ., Êèòàé), Äæ. Ëî-

óñîí (Louisiana State Univ., ÑØÀ), Ì. Ìîðàéíå (Politechnika Wroclawska,

Ïîëüùà), I. Â. Ïðîòàñîâ (Êè¨âñüêèé ÍÓ), Î. Â. Ðàâñüêèé (IÏÏÌÌ ÍÀÍ

Óêðà¨íè), Ì. Ã. Òêà÷åíêî (Metropolitan Autonomous University Mexico City,

Distrito Federal, Mexico), Ì. Ì. ×îáàí (Êèøèíiâ, Ìîëäîâà), �. Ã. Çåëåíþê

(University of the Witwatersrand, ÏÀÐ), òà iíøi.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ ðîç-

â'ÿçîê ïðîáëåìè Ñòåïïà, à òàêîæ âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé λ-ïîëiöèêëi÷íîãî

é α-áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äiâ ÿê òîïîëîãi÷íèõ i íàïiâòîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï.

Äëÿ äîñÿãíåííÿ ïîñòàâëåíî¨ ìåòè â äèñåðòàöi¨ ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè íà-

ñòóïíi çàäà÷i:

1) ïîáóäóâàòè ïðèêëàä H-çàìêíåíî¨ ãàóñäîðôîâî¨ òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâ-

ãðàòêè, ÿêà íå ¹ àáñîëþòíî H-çàìêíåíîþ;

2) äîñëiäèòè òîïîëîãiçàöiþ λ-ïîëiöèêëi÷íîãî i α-áiöèêëi÷íîãî ìîíî-

¨äiâ, çîêðåìà îïèñàòè ãàóñäîðôîâi ëîêàëüíî êîìïàêòíi òîïîëîãi¨, ùî

ïåðåòâîðþþòü λ-ïîëiöèêëi÷íèé i α-áiöèêëi÷íèé ìîíî¨äè â òîïîëîãi÷-

íi (íàïiâòîïîëîãi÷íi) íàïiâãðóïè;

3) äîñëiäèòè âêëàäåííÿ λ-ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà â áëèçüêi äî êîìïàêò-

íèõ òîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè;

4) îïèñàòè çàìèêàííÿ λ-ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà â òîïîëîãi÷íié iíâåðñ-

íié íàïiâãðóïi, çîêðåìà âêàçàòè óìîâè çà ÿêèõ λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìî-

íî¨ä ¹ àáñîëþòíî H-çàìêíåíèì â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íà-

ïiâãðóï.
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Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ òîïîëîãi÷íi íàïiâãðàòêè, λ-ïîëiöèêëi÷íèé i α-

áiöèêëi÷íèé ìîíî¨äè, à ïðåäìåòîì äîñëiäæåíü � H-çàìêíåíiñòü i àáñîëþò-

íà H-çàìêíåíiñòü òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðàòîê i λ-ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà, à

òàêîæ òîïîëîãiçàöiÿ λ-ïîëiöèêëi÷íîãî òà α-áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äiâ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó ïðîöåñi âèâ÷åííÿ äèñåðòàöiéíèõ çàäà÷ çàñòî-

ñîâóþòüñÿ ìåòîäè çàãàëüíî¨ òîïîëîãi¨, òîïîëîãi÷íî¨ àëãåáðè òà àëãåáðà¨÷íî¨

òåîði¨ íàïiâãðóï.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Óñi ðåçóëüòàòè îòðè-

ìàíi â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ¹ íîâèìè.

Îñíîâíi íàóêîâi ðåçóëüòàòàìè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò:

1. Ðîçâ'ÿçàíî ïðîáëåìó Ñòåïïà (ïèòàííÿ 17 ç [120]), à ñàìå, ïîáóäîâàíî

ïðèêëàä H-çàìêíåíî¨ àëå íå àáñîëþòíî H-çàìêíåíî¨ òîïîëîãi÷íî¨

íàïiâãðàòêè. Áiëüøå òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëó

λ ïîáóäîâàíî ïðèêëàä H-çàìêíåíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðàòêè, ÿêà

äîïóñêà¹ 2λ íåïåðåðâíèõ âiäêðèòî-çàìêíåíèõ ãîìîìîðôíèõ îáðàçiâ,

ÿêi íå ¹ H-çàìêíåíèìè òîïîëîãi÷íèìè íàïiâãðàòêàìè.

2. Äîâåäåíî, ùî ëîêàëüíî êîìïàêòíèé íàïiâòîïîëîãi÷íèé λ-ïîëiöèê-

ëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ ¹ àáî äèñêðåòíèì, àáî êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.

3. Äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëó λ > 1, λ-ïîëiöèêëi÷íèé

ìîíî¨ä íå âêëàäà¹òüñÿ ÿê ùiëüíà ïiäíàïiâãðóïà â ñëàáêî êîìïàêòíó

òîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó.

4. Âêàçàíî äîñòàòíi óìîâè çà âèêîíàííÿ ÿêèõ òîïîëîãi÷íèé iíâåðñíèé

λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ ¹ àáñîëþòíî H-çàìêíåíîþ íàïiâãðóïîþ

â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï.

5. Ïîêàçàíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî îðäèíàëó α < ω + 1 äîâiëüíà ëîêàëü-

íî êîìïàêòíà íàïiâãðóïîâà òîïîëîãiÿ íà ìîíî¨äi Bα ¹ äèñêðåòíîþ

i ïîáóäîâàíî ïðèêëàä íåäèñêðåòíî¨ ëîêàëüíî êîìïàêòíî¨ òîïîëîãi¨

τlc íà ìîíî¨äi Bω+1 òàêî¨, ùî (Bω+1, τlc) ¹ òîïîëîãi÷íîþ iíâåðñíîþ
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íàïiâãðóïîþ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ùî âèíîñÿòüñÿ

íà çàõèñò, îòðèìàíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî. Çi ñòàòåé, îïóáëiêîâàíèõ ó ñïiâàâ-

òîðñòâi, äî äèñåðòàöi¨ âêëþ÷åíi ëèøå òi ðåçóëüòàòè, ùî íàëåæàòü àâòîðó.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨

äîïîâiäàëèñÿ íà íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ òà íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ:

1) ñåìiíàð ç òîïîëîãi÷íî¨ àëãåáðè ó Ëüâiâñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíi-

âåðñèòåòi iìåíi Iâàíà Ôðàíêà. Ëüâiâ, 2012, 2014, 2015, 2016 ð.;

2) ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ïðèñâÿ÷åíà 120-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ

Ñòåôàíà Áàíàõà, Ëüâiâ, 17�21 âåðåñíÿ 2012 ð.;

3) äåâ'ÿòà ìiæíàðîäíà àëãåáðà¨÷íà êîíôåðåíöiÿ â Óêðà¨íi, Ëüâiâ, 8�13

ëèïíÿ 2013 ð.;

4) ñåìiíàð ç òîïîëîãi÷íî¨ àëãåáðè â óíiâåðñèòåòi ìiñòà Ãðàäåöü Êðàëî-

âå, ×åõiÿ, âåðåñåíü 2014 ð.;

5) X Ëiòíÿ øêîëà �Àëãåáðà, Òîïîëîãiÿ, Àíàëiç�, Îäåñà, 3�15 ñåðïíÿ

2015 ð.;

6) ñåìiíàð �Òîïîëîãiÿ i çàñòîñóâàííÿ� ó Ëüâiâñüêîìó íàöiîíàëüíîìó

óíiâåðñèòåòi iìåíi Iâàíà Ôðàíêà. Ëüâiâ, 2015, 2016 ð.;

7) ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ �Ãåîìåòðiÿ i òîïîëîãiÿ â Îäåñi�, Îäåñà, 2�8

÷åðâíÿ 2016 ð.;

8) 7-èé ¹âðîïåéñüêèé ìàòåìàòè÷íèé êîíãðåñ, Áåðëií, 18-22 ëèïíÿ

2016ð.;

9) XI Ëiòíÿ øêîëà �Àëãåáðà, Òîïîëîãiÿ, Àíàëiç�, Îäåñà, 1�14 ñåðïíÿ

2016 ð.;

10) ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ïðèñâÿ÷åíà 120-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ

Êàçiìiðà Êóðàòîâñüêîãî, Ëüâiâ, 27 âåðåñíÿ �1 æîâòíÿ 2016 ð.;

11) ñåìiíàð ç àáñòðàêòíîãî àíàëiçó â Ïîëiòåõíi÷íîìó óíiâåðñèòåòi ìiñòà

Ëîäçü, Ïîëüùà, æîâòåíü 2016 ð.;
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12) Çèìîâà øêîëà ç àáñòðàêòíîãî àíàëiçó, Õåéíiöå, ×åõiÿ, 28 ñi÷íÿ � 4

ëþòîãî 2017 ð.

Ñòðóêòóðà i îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç àííîòàöi¨

(äâîìà ìîâàìè), âñòóïó, òðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó ëiòåðàòóðè òà

îäíîãî äîäàòêó. Ïîâíèé îáñÿã ðîáîòè � 130 ñòîðiíîê.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Ðîáîòà âèêîíàíà íà êàôåäði ãåîìåòði¨ i òîïîëîãi¨ Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëüíî-

ãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ÷àñòêîâî âè-

êîðèñòàíi ïðè âèêîíàííi çàâäàíü äåðæáþäæåòíî¨ òåìè "Òîïîëîãiÿ òà ¨¨

çàñòîñóâàííÿ ó ôðàêòàëüíié ãåîìåòði¨ òà ìàòåìàòè÷íié åêîíîìiöi"(íîìåð

äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0116U001537).

Ïîäÿêà. Àâòîð âèñëîâëþ¹ ãëèáîêó ïîäÿêó ñâî¹ìó íàóêîâîìó êåðiâ-

íèêó, êàíäèäàòó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, äîöåíòó êàôåäðè ãåîìåòði¨ i

òîïîëîãi¨ Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà Îëå-

ãó Âîëîäèìèðîâè÷ó Ãóòiêó, i äîêòîðó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, çàâiäó-

âà÷ó êàôåäðè ãåîìåòði¨ i òîïîëîãi¨ Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó

iìåíi Iâàíà Ôðàíêà, ïðîôåñîðó Òàðàñó Îíóôðiéîâè÷ó Áàíàõó çà ïîñòiéíó

ïiäòðèìêó é ïëîäîòâîðíi ìàòåìàòè÷íi äèñêóñi¨.
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Îçíà÷åííÿ i äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ

Â öüîìó ðîçäiëi íàâåäåíî îçíà÷åííÿ òà äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ, ÿêi çãà-

äóþòüñÿ ó òåêñòi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè. Ìè âèêîðèñòîâóâàòèìî òåðìiíîëî-

ãiþ, îçíà÷åííÿ òà ïîçíà÷åííÿ òàêi, ÿê ó ìîíîãðàôiÿõ [9,42,47,59,99,111,114].

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âåëèêèìè ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè ïîçíà÷àþòüñÿ

ìíîæèíè òà òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, à ìàëèìè � ¨õ åëåìåíòè. ×åðåç N ïî-

çíà÷à¹ìî ìíîæèíó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Óñi òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, ÿêùî íå

çàçíà÷åíî iíøå, ââàæàþòüñÿ ãàóñäîðôîâèìè.

Ìíîæèíè X òà Y íàçèâàþòüñÿ ðiâíîïîòóæíèìè, ÿêùî iñíó¹ âçà¹ì-

íî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè X íà Y . Ó öüîìó âèïàäêó ïèøåìî

|X| = |Y |, äå |X| � íàéìåíøèé îðäèíàë ðiâíîïîòóæíèé ìíîæèíi X. Òà-

êi îðäèíàëè íàçèâàþòü êàðäèíàëàìè (êàðäèíàëüíèìè ÷èñëàìè) àáî ïîòó-

æíiñòþ ìíîæèíè X. ×åðåç ω áóäåìî ïîçíà÷àòè íàéìåíøèé íåñêií÷åííèé

îðäèíàë. ßêùî f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ ç ìíîæèíè X ó ìíîæèíó Y ,

òî îáðàç åëåìåíòà x ∈ X ïðè âiäîáðàæåííi f ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç (x)f . ×åðåç

2X ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó âñiõ ïiäìíîæèí íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè X.

Ôiëüòðîì F íà ìíîæèíiX íàçèâà¹òüñÿ ïiäìíîæèíà 2X , ÿêà çàäîâiëüíÿ¹

íàñòóïíi óìîâè:

1) ∅ /∈ F ;
2) ÿêùî A ∈ F i A ⊂ B, òî B ∈ F ;
3) ÿêùî A,B ∈ F , òî A ∩B ∈ F .
Áàçîþ ôiëüòðà F íàçèâà¹òüñÿ ïiäìíîæèíà B ⊂ F , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó: äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà A ∈ F iñíó¹ åëåìåíò B ∈ B òàêèé, ùî

B ⊂ A.

Âiäíîøåííÿì (àáî áiíàðíèì âiäíîøåííÿì) íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ

ïiäìíîæèíà äåêàðòîâîãî äîáóòêó ρ ⊆ X × X. ßêùî åëåìåíòè x òà y ¹ ó

âiäíîøåííi ρ, òî áóäåìî öå çàïèñóâàòè òàê: (x, y) ∈ ρ àáî xρy.

Âiäíîøåííÿ ρ íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíî-
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ñòi, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

(1) xρx äëÿ êîæíîãî x ∈ X;

(2) ÿêùî xρy, òî yρx, äëÿ x, y ∈ X;

(3) ÿêùî xρy i yρz, òî xρz, x, y, z ∈ X.

Íåõàé ρ � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi X . Òîäi ρ ðîçáèâà¹

ìíîæèíó X íà äèç'þíêòíi êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi çà âiäíîøåííÿì ρ:

[x]ρ = {y ∈ X| yρx}

Ìíîæèíà, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi ìíîæèíè X çà âiä-

íîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi ρ, íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîð-ìíîæèíîþ ìíîæèíè X

çà âiäíîøåííÿì ρ òà ïîçíà÷à¹òüñÿ X/ρ. Âiäîáðàæåííÿ ρ : X → X/ρ îçíà-

÷åíå f(x) = [x]ρ íàçèâà¹òüñÿ ïðèðîäíèì.

Âiäíîøåííÿ 6 íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì, ÿêùî

âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

(1) x 6 x äëÿ êîæíîãî x ∈ X;

(2) ÿêùî x 6 y i y 6 x, òî x = y, äëÿ x, y ∈ X;

(3) ÿêùî x 6 y i y 6 z, òî x 6 z, äëÿ x, y, z ∈ X.

ÌíîæèíàX iç çàäàíèì íà íié ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì6 íàçèâà¹òüñÿ ÷àñò-

êîâî âïîðÿäêîâàíîþ, i ïîçíà÷à¹òüñÿ (X,6). Åëåìåíòè x òà y ÷àñòêîâî âïî-

ðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (X,6) íàçèâàþòüñÿ ïîðiâíÿëüíèìè, ÿêùî x 6 y àáî

y 6 x; ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó åëåìåíòè x òà y íàçèâàþòüñÿ íåïîðiâíÿëü-

íèìè.

Ïiäìíîæèíà A ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (X,6) íàçèâà¹òüñÿ ëi-

íiéíî âïîðÿäêîâàíîþ, ÿêùî äîâiëüíi äâà åëåìåíòè ç A ¹ ïîðiâíÿëüíèìè. Ó

öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî (A,6) � ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà àáî

ëàíöþã, i 6 � ëiíiéíèé ïîðÿäîê íà A. Ìàêñèìàëüíèì ëàíöþãîì ÷àñòêî-

âî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (X,6) ¹ ëàíöþã, ÿêèé íå ìiñòèòüñÿ ÿê âëàñíèé

ïiäëàíöþã ó æîäíîìó iíøîìó ëàíöþãó ç (X,6). Ç àêñiîìè âèáîðó âèïëèâà¹

iñíóâàííÿ ìàêñèìàëüíèõ ëàíöþãiâ ó êîæíié ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíié ìíî-
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æèíi. Ëàíöþã L íàçèâà¹òüñÿ ω-ëàíöþãîì, ÿêùî L ïîðÿäêîâî içîìîðôíèé

ìíîæèíi {0,−1,−2,−3, . . .} iç çàäàíèì íà íié çâè÷àéíèì ïîðÿäêîì 6.
Ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ f : (X,6) → (Y,≼) íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîâèì

içîìîðôiçìîì, ÿêùî f(x) ≼ f(y) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè x 6 y.

Íåõàé (X,6) ¹ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ, A ¹ äåÿêîþ ïiäìíî-

æèíîþ X, à x ¹ äåÿêèì åëåìåíòîì A. Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

1) ↓A = {y ∈ X : iñíó¹ x ∈ A òàêèé, ùî y 6 x};
2) ↑X = {y ∈ X : iñíó¹ x ∈ A òàêèé, ùî x 6 y};
3) ↓x = ↓{x};
4) ↑x = ↑{x};
5) A íàçèâà¹òüñÿ iäåàëîì, ÿêùî A = ↓A;
6) A íàçèâà¹òüñÿ ôiëüòðîì, ÿêùî A = ↑A;
7) A íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíèì iäåàëîì, ÿêùîA = ↓x äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà

x ∈ A;

8) A íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíèì ôiëüòðîì, ÿêùî A = ↑x äëÿ äåÿêîãî åëå-

ìåíòà x ∈ A.

Îði¹íòîâàíèì ãðàôîì E = (E0, E1, r, s) íàçèâà¹òüñÿ íàáið, ùî ñêëàäà-

¹òüñÿ ç ìíîæèíè âåðøèí E0, ìíîæèíè ñòðiëîê E1 òà âiäîáðàæåíü s, r :

E1 → E0, ÿêi êîæíié ñòðiëöi ñòàâëÿòü ó âiäïîâiäíiñòü âåðøèíó ç ÿêî¨ âîíà

âèõîäèòü i â ÿêó âîíà âõîäèòü, âiäïîâiäíî. Øëÿõîì x = e1 . . . en â îði¹íòîâà-

íîìó ãðàôi E íàçèâà¹òüñÿ òàêà ñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü ñòðiëîê e1, . . . , en,

ùî r(ei) = s(ei+1), äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i 6 n. Ïðîäîâæèìî

âiäîáðàæåííÿ s i r íà ìíîæèíó âñiõ øëÿõiâ Path(E) îði¹íòîâàíîãî ãðàôà

E íàñòóïíèì ñïîñîáîì: äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà x = e1 . . . en ∈ Path(E)

ïîêëàäåìî s(x) = s(e1) i r(x) = r(en). ×åðåç |x| ïîçíà÷èìî äîâæèíó øëÿõó
x. Ñòðiëêà e íàçèâà¹òüñÿ ïåòëåþ, ÿêùî s(e) = r(e).

Íàïiâãðóïîþ íàçèâà¹òüñÿ íåïîðîæíÿ ìíîæèíà iç çàäàíîþ íà íié áiíàð-

íîþ àñîöiàòèâíîþ îïåðàöi¹þ.

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà T íàïiâãðóïè S íàçèâà¹òüñÿ ïiäíàïiâãðóïîþ â
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S, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ç T âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ab ∈ T , i

ïiäãðóïîþ â S, ÿêùî aT = Ta = T äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ç T .

Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A íàïiâãðóïè S ÷åðåç ⟨A⟩ ïîçíà÷à¹ìî ïiä-

íàïiâãðóïó â S ïîðîäæåíó ìíîæèíîþ A.

Ëiâèì (ïðàâèì) iäåàëîì íàïiâãðóïè S íàçèâà¹òüñÿ íåïîðîæíÿ ïiäìíî-

æèíà A â S òàêà, ùî SA ⊆ A (AS ⊆ A). Äâîái÷íèì iäåàëîì, àáî ïðîñòî

iäåàëîì, íàçèâà¹òüñÿ ïiäìíîæèíà íàïiâãðóïè, ùî ¹ ëiâèì i ïðàâèì iäåàëîì

îäíî÷àñíî. Ëiâèé (ïðàâèé, äâîái÷íèé) iäåàë íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíèì ëiâèì

(ïðàâèì, äâîái÷íèì) iäåàëîì, ÿêùî âií ïîðîäæó¹òüñÿ îäíèì åëåìåíòîì.

Åëåìåíò a íàïiâãðóïè S íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíèì, ÿêùî iñíó¹ åëåìåíò b

ç S òàêèé, ùî aba = a. Åëåìåíò a ¹ ðåãóëÿðíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ

íüîãî iñíó¹ iíâåðñíèé åêëåìåíò b òàêèé, ùî

a = aba i b = bab.

Íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî êîæåí ¨¨ åëåìåíò ¹ ðåãóëÿð-

íèì.

Íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ iíâåðñíîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x ç

S iñíó¹ ¹äèíèé iíâåðñíèé åëåìåíò, ÿêèé ìè áóäåì ïîçíà÷àòè ÷åðåç x−1.

ßêùî S � iíâåðñíà íàïiâãðóïà, òî âiäîáðàæåííÿ inv : S → S, ÿêå ñòàâèòü ó

âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó åëåìåíòîâi x iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè S éîãî iíâåðñíèé

åëåìåíò x−1, íàçèâà¹òüñÿ iíâåðñi¹þ.

Åëåìåíò e íàïiâãðóïè S íàçèâà¹òüñÿ iäåìïîòåíòîì, ÿêùî ee = e. ßêùî

S � íàïiâãðóïà, òî ïiäìíîæèíó óñiõ iäåìïîòåíòiâ ç S ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç

E(S). Íàïiâãðóïà iäåìïîòåíòiâ íàçèâà¹òüñÿ â'ÿçêîþ. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ ií-

âåðñíî¨ íàïiâãðóïè S ïiäìíîæèíà E(S) â S ¹ â'ÿçêîþ.

ßêùî â'ÿçêà E ¹ íåïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ, òî íàïiâãðóïîâà îïåðàöiÿ íà

â'ÿçöi E âèçíà÷à¹ ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê 6 íà íié:

e 6 f òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ef = fe = e, äëÿ e, f ∈ E.
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Òàê âèçíà÷åíèé ïîðÿäîê íà E íàçèâà¹òüñÿ ïðèðîäíèì. Íàïiâãðàòêà � öå

êîìóòàòèâíà íàïiâãðóïà iäåìïîòåíòiâ. Íàïiâãðàòêà E íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî

âïîðÿäêîâàíîþ àáî ëàíöþãîì, ÿêùî íàïiâãðóïîâà îïåðàöiÿ iíäóêó¹ íà E

ëiíiéíèé ïðèðîäíèé ïîðÿäîê.

Òåîðåìà 1 ( [47, òåîðåìà 1.17] ). Íåõàé S � íàïiâãðóïà, òîäi íà-

ñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) S � ðåãóëÿðíà i áóäü-ÿêi äâà ¨¨ iäåìïîòåíòè êîìóòóþòü;

(ii) êîæåí ãîëîâíèé ëiâèé (ïðàâèé) iäåàë íàïiâãðóïè S ïîðîäæó¹òüñÿ

¹äèíèì iäåìïîòåíòîì;

(iii) S � iíâåðñíà íàïiâãðóïà.

Íåõàé S i T � íàïiâãðóïè. Âiäîáðàæåííÿ ϕ: S → T íàçèâà¹òüñÿ ãîìî-

ìîðôiçìîì, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (x ·y)ϕ = (x)ϕ ·(y)ϕ, äëÿ âñiõ x, y ∈ S.

Ái¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì ϕ íàïiâãðóïè S íà íàïiâãðóïó T íàçèâà¹òüñÿ içî-

ìîðôiçìîì.

Íàïiâãðóïîâèé ãîìîìîðôiçì h ç íàïiâãðóïè S ó íàïiâãðóïó T íàçèâà-

¹òüñÿ àíóëþþ÷èì, ÿêùî iñíó¹ åëåìåíò c â T òàêèé, ùî (a)h = c äëÿ âñiõ

a ∈ S.

Ëåìà 2 ( [47, ëåìà 7.34] ). Íåõàé φ : S → S ′ � ãîìîìîðôiçì iíâåð-

ñíî¨ íàïiâãðóïè S íà S ′ i e′ � iäåìïîòåíò ç S ′. Òîäi (e′)φ−1 ¹ iíâåðñíîþ

ïiäíàïiâãðóïîþ â S.

Òåîðåìà 3 ( [47, òåîðåìà 7.36] ). Ãîìîìîðôíèé îáðàç iíâåðñíî¨ íàïiâ-

ãðóïè ¹ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ. Áiëüøå òîãî, ïðè áóäü-ÿêîìó ãîìîìîðôi-

çìi åëåìåíò, iíâåðñíèé äî äàíîãî, âiäîáðàæà¹òüñÿ íà åëåìåíò, iíâåðñíèé

äî îáðàçó äàíîãî åëåìåíòà.

Âiäíîøåííÿ ρ íà íàïiâãðóïi S íàçèâà¹òüñÿ ñòàáiëüíèì ñïðàâà (çëiâà),

ÿêùî ç òîãî, ùî aρb (a, b ∈ S) âèïëèâà¹, ùî acρbc (caρcb), äëÿ êîæíîãî c ∈
S. Êîíãðóåíöi¹þ íà íàïiâãðóïi S íàçèâà¹òüñÿ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi,

ÿêå ¹ ñòàáiëüíèì ñïðàâà òà çëiâà îäíî÷àñíî.
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Çàóâàæèìî, ÿêùî ρ � äîâiëüíà êîíãðóåíöiÿ íà íàïiâãðóïi S, òî ôàêòîð-

ìíîæèíà S/ρ ¹ íàïiâãðóïîþ. ×åðåç Ω(S) òà ∆(S) ïîçíà÷àòèìåìî óíiâåð-

ñàëüíó òà îäèíè÷íó êîíãðóåíöi¨, âiäïîâiäíî, íà íàïiâãðóïi S, òîáòî,

Ω(S) = S × S i ∆(S) = {(s, s) | s ∈ S}.

Êîíãðóåíöiÿ ρ íà íàïiâãðóïi S íàçèâà¹òüñÿ íåòðèâiàëüíîþ, ÿêùî ρ âiä-

ðiçíÿ¹òüñÿ âiä óíiâåðñàëüíî¨ òà îäèíè÷íî¨ êîíãðóåíöié íà S, i ãðóïîâîþ,

ÿêùî ôàêòîð-íàïiâãðóïà S/ρ ¹ ãðóïîþ.

Ëåìà 4 ( [111, ëåìà III.1.1] ). Íåõàé ρ � êîíãðóåíöiÿ íà iíâåðñíié

íàïiâãðóïi S i x, y ∈ S. Òîäi ç òîãî, ùî xρy âèïëèâà¹, ùî x−1ρy−1.

Êîæíà êîãðóåíöiÿ ρ íà íàïiâãðóïi S ïîðîäæó¹ ïðèðîäíié ãîìîìîðôiçì

πρ : S → S/ρ, i êîæåí ñþð'¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì h : S → T íàïiâãðóïè S

íà íàïiâãðóïó T ïîðîäæó¹ êîíãðóåíöiþ ρ íà S, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì

÷èíîì:

aρb òîäi i ëèøå òîäi, êîëè (a)h = (b)h

ßêùî íà íàïiâãðóïi S çàäàíî âiäíîøåííÿ ρ, òî ÷åðåç ρ♮ ìè ïîçíà÷àòè-

ìåìî íàéìåíøó êîíãðóåíöiþ, ùî ìiñòèòü âiäíîøåííÿ ρ.

Íåõàé S � íàïiâãðóïà, òîäi ÷åðåç S1 ìè ïîçíà÷àòèìåìî S ÿêùî S ìiñòèòü

îäèíèöþ i S ∪ {1}, ÿêùî S íå ìiñòèòü îäèíèöi.

Äëÿ äîâiëüíî¨ íàïiâãðóïè S ÷åðåç R, L , J , D òà H ìè ïîçíà÷èìî

âiäíîøåííÿ Ãðiíà íà S (äèâ. [60] àáî [47, Ðîçäië 2.1]):

aRb òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè aS1 = bS1;

aL b òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè S1a = S1b;

aJ b òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè S1aS1 = S1bS1;

D = L ◦R = R◦L ;

H = L ∩ R.
ßêùî a � åëåìåíò íàïiâãðóïè S, òî ÷åðåç La, Ra, Da, Ha òà Ja áóäåìî ïîçíà-

÷àòè, âiäïîâiäíî, L �, R�, D�, H � òà J �êëàñ íàïiâãðóïè S, ùî ìiñòèòü

åëåìåíò a.
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Òâåðäæåííÿ 5 ( [99, òâåðäæåííÿ 3.2.11] ). Íåõàé S ¹ iíâåðñíîþ

ïiäíàïiâãðóïîþ â iíâåðñíié íàïiâãðóïi T i L (T ) (âiäï. L (S)), R(T ) (âiäï.

R(S)), H (T ) (âiäï. H (S)), D(T ) (âiäï. D(S)), J (T ) (âiäï. J (S)) ¹ âiä-

íîøåííÿìè L ,R,H ,D ,J íà íàïiâãðóïi T (âiäï. S). Òîäi âèêîíóþòüñÿ

íàñòóïíi óìîâè:

1) L (T ) ∩ S × S = L (S);

2) R(T ) ∩ S × S = R(S);

3) H (T ) ∩ S × S = H (S);

4) D(S) ⊆ D(T ) ∩ S × S;

5) J (S) ⊆ J (T ) ∩ S × S.

Òåîðåìà 6 ( [47, òåîðåìà 2.16] ). ßêùî åëåìåíòè a, b, ab íàëåæàòü

îäíîìó i òîìó ñàìîìó H -êëàñó G íàïiâãðóïè S, òî G ¹ ïiäãðóïîþ â S.

Çîêðåìà, âñi H -êëàñè, ùî ìiñòÿòü iäåìïîòåíò ¹ ïiäãðóïàìè â S.

Òåîðåìà 7 ( [76, òåîðåìà 1.2.7 ]). Äâà H -êëàñè, ùî ìiñòÿòü ïî

iäåìïîòåíòó òà ëåæàòü â îäíîìó D-êëàñi íàïiâãðóïè S ¹ içîìîðôíèìè

ïiäãðóïàìè â S.

Íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ:

• ïðîñòîþ, ÿêùî S íå ìiñòèòü âëàñíîãî äâîái÷íîãî iäåàëó, ùî åêâiâà-

ëåíòíî òîìó, ùî J = S × S;

• 0-ïðîñòîþ, ÿêùî S ìiñòèòü íóëü i S íå ìiñòèòü âëàñíîãî äâîái÷íîãî

iäåàëó âiäìiííîãî âiä íóëÿ;

• áiïðîñòîþ, ÿêùî S ìiñòèòü ¹äèíèé D-êëàñ, òîáòî, D = S × S;

• 0-áiïðîñòîþ, ÿêùî S ¹ íàïiâãðóïîþ ç íóëåì i S ìiñòèòü ëèøå äâà

D-êëàñè: {0} òà S \ {0};
• êîíãðóåíö-ïðîñòîþ, ÿêùî íà S ¹ ëèøå îäèíè÷íà é óíiâåðñàëüíà

êîíãðóåíöi¨.

Iíâåðñíà íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ

• êîìáiíàòîðíîþ, ÿêùî H ¹ âiäíîøåííÿì ðiâíîñòi íà S;
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• E-óíiòàðíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ iäåìïîòåíòiâ e, f ∈ S ç ðiâíîñòi

ex = f âèïëèâà¹, ùî x ∈ E(S);

• 0-E-óíiòàðíîþ, ÿêùî S ìiñòèòü íóëü i äëÿ äîâiëüíèõ íåíóëüîâèõ

iäåìïîòåíòiâ e, f ∈ S ç ðiâíîñòi ex = f âèïëèâà¹, ùî x ∈ E(S).

Òåîðåìà 8 ( [47, òåîðåìà 2.3] ). Íåõàé a òà c � äîâiëüíi D-åêâiâà-

ëåíòíi åëåìåíòè íàïiâãðóïè S. Òîäi iñíó¹ òàêèé åëåìåíò b ∈ S, ùî aRb

i bL c, à îòæå

as = b, bs′ = a, tb = c, t′c = b

äëÿ äåÿêèõ s, s′, t, t′ ∈ S1. Âiäîáðàæåííÿ

x 7→ txs (x ∈ Ha) òà z 7→ t′zs′ (z ∈ Hc)

âçà¹ìîîáåðíåíi i âçà¹ìîîäíîçíà÷íî âiäîáðàæàþòü êëàñè Ha òà Hc. Çîêðå-

ìà, äâà H -êëàñè, ùî ëåæàòü â îäíîìó D-êëàñi ¹ ðiâíîïîòóæíèìè.

Òåîðåìà 9 ( [47, òåîðåìà 2.20] ). Íåõàé e òà f � äåÿêi D-åêâiâà-

ëåíòíi iäåìïîòåíòè íàïiâãðóïè S. Íåõàé a � äîâiëüíèé, àëå ôiêñîâàíèé

åëåìåíò ç Re ∩ Lf , i íåõàé a′ � iíâåðñíèé åëåìåíò äî a ç Rf ∩ Le. Òîäi

âiäîáðàæåííÿ x 7→ a′xa òà y 7→ aya′ ¹ âçà¹ìîîáåðíåíèìè içîìîðôiçìàìè

He íà Hf i Hf íà He, âiäïîâiäíî.

Òâåðäæåííÿ 10 ( [99, òâåðäæåííÿ 3.2.5(1)] ). Íåõàé S � iíâåðñíà

íàïiâãðóïà. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ e, f ∈ E(S) ç òîãî, ùî eDf âèïëèâà¹, ùî

iñíó¹ òàêèé åëåìåíò x ∈ S, ùî xx−1 = e é x−1x = f .

Áiöèêëi÷íèì ìîíî¨äîì (áiöèêëi÷íîþ íàïiâãðóïîþ) íàçèâà¹òüñÿ íàïiâ-

ãðóïà C(p, q) ç îäèíèöåþ 1 ïîðîäæåíà äâîìà åëåìåíòàìè p òà q, ùî çàäîâiëü-

íÿþòü óìîâó pq = 1. Áiöèêëi÷íà íàïiâãðóïà içîìîðôíà ìíîæèíiB1 = N×N

ç âèçíà÷åíîþ íà íié òàêîþ íàïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ:

(a, b) · (c, d) =

 (a+ c− b, d), ÿêùî b 6 c;

(a, d+ b− c), ÿêùî b > c.
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Äîáðå âiäîìî, ùî áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä C(p, q) ¹ áiïðîñòîþ (à îòæå, ïðî-

ñòîþ) êîìáiíàòîðíîþ E-óíiòàðíîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ i äîâiëüíà íå-

îäèíè÷íà êîíãðóåíöiÿ íà C(p, q) ¹ ãðóïîâîþ [47].

Ëåìà 11 ( [47, ëåìà 1.31] ). Íåõàé e, a, b � åëåìåíòè íàïiâãðóïè S

òàêi, ùî

ea = ae = a, eb = be = b, ab = e i ba ̸= e.

Òîäi êîæåí åëåìåíò ïiäíàïiâãðóïè ⟨a, b⟩ ç S, ïîðîäæåíî¨ åëåìåíòàìè a

òà b, ¹äèíèì ÷èíîì çîáðàæà¹òüñÿ â âèãëÿäi bman, äå m òà n � íåâiä'¹ìíi

öiëi ÷èñëà (i a0 = b0 = e), à îòæå íàïiâãðóïà ⟨a, b⟩ içîìîðôíà áiöèêëi÷íié
íàïiâãðóïi C(p, q).

Íåõàé λ � äîâiëüíèé íåíóëüîâèé êàðäèíàë. Íà ìíîæèíi Bλ = (λ× λ) ∪
{0} òàêié, ùî 0 /∈ λ × λ, âèçíà÷èìî íàïiâãðóïîâó îïåðàöiþ � · � íàñòóïíèì
÷èíîì

(a, b) · (c, d) =

 (a, d), ÿêùî b = c;

0, ÿêùî b ̸= c,

i (a, b) · 0 = 0 · (a, b) = 0 · 0 = 0, äëÿ âñiõ a, b, c, d ∈ λ. Íàïiâãðóïà Bλ

íàçèâà¹òüñÿ íàïiâãðóïîþ λ×λ-ìàòðè÷íèõ îäèíèöü (äèâ. [47]).

Âiëüíîþ íàïiâãðóïîþ SX íàä ìíîæèíîþ X íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ

íåïîðîæíiõ ñêií÷åíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ïðîñòîðó X ç âèçíà÷åíîþ íà íié íà-

ñòóïíîþ íàïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ:

(x1, .., xn) · (y1, .., yn) = (x1, .., xn, y1, .., yn).

Íàäàëi òàêi ñêií÷åíi ïîñëiäîâíîñòi áóäåìî íàçèâàòè ñëîâàìè, à ¨õ åëåìåí-

òè � ëiòåðàìè. Âiëüíèì ìîíî¨äîìMX íàä ìíîæèíîþ X íàçèâà¹òüñÿ âiëüíà

íàïiâãðóïà SX íàä ìíîæèíîþ X ç ïðè¹äíàíîþ îäèíèöåþ, ÿêó ìè áóäåì

îòîòîæíþâàòè ç ïîðîæíiì ñëîâîì. Äîâæèíîþ ñëîâà áóäåì íàçèâàòè êiëü-

êiñòü ëiòåð ó äàíîìó ñëîâi. Äîâæèíà ïîðîæíüîãî ñëîâà äîðiâíþ¹ íóëþ.
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Çàóâàæåííÿ 12. Iíîäi, àáñòðàãóþ÷èñü âiä ïðèðîäè ìíîæèíè X, ìè

îòîòîæíþâàòèìåìî ìíîæèíó X ç ¨¨ ïîòóæíiñòþ |X|, òà ó âèïàäêó, êîëè

|X| = λ, çàìiñòü IX (MX), áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ Iλ (Mλ).

Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pn ¹ ìî-

íî¨äîì ç íóëåì, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

Pn =
⟨
{pi}i6n∈N ,

{
p−1
i

}
i6n∈N | pip−1

i = 1, pip
−1
j = 0 äëÿ âñiõ i ̸= j

⟩
.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ó âèïàêäêó, êîëè n = 1 íàïiâãðóïà P1 içîìîðôíà áiöèêëi÷-

íié íàïiâãðóïi ç ïðè¹äíàíèì íóëåì. Ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pn ââåäåíèé â

ðîáîòi [107] i ¹ óçàãàëüíåííÿì áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà (òàêîæ äèâ. [99, ðîç-

äië 9.3]).

Òåîðåìà 13 ( [99, òåîðåìà 9.3.4]). Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷è-

ñëà n > 1 ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pn ¹ êîíãðóåíö-ïðîñòîþ êîìáiíàòîðíîþ

0-áiïðîñòîþ 0-E-óíiòàðíîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ.

Íåõàé E = (E0, E1, r, s) � äîâiëüíèé îði¹íòîâàíèé ãðàô. Iíâåðñíîþ íà-

ïiâãðóïîþ G(E) íàä ãðàôîì E íàçèâà¹òüñÿ íàïiâãðóïà ç íóëåì, ïîðîäæåíà

åëåìåíòàìè ìíîæèí E0, E1 òà E−1 = {e−1 : e ∈ E1} ç âèçíà÷åíèìè íà íèõ
íàñòóïíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

(i) a · b = a, ÿêùî a = b é a · b = 0, ÿêùî a ̸= b;

(ii) s(e) · e = e · r(e) = e;

(iii) e−1 · s(e) = r(e) · e−1 = e−1;

(iv) e · f−1 = s(e), ÿêùî e = f i e · f−1 = 0, ÿêùî e ̸= f ,

äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ a, b ∈ E0 i e, f ∈ E1.

Ëåìà 14 ( [91, ëåìà 2.6]). Äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò x iíâåðñíî¨

íàïiâãðóïè G(E) íàä äîâiëüíèì îði¹íòîâàíèì ãðàôîì E ìà¹ âèãëÿä u−1v,

äå u òà v ¹ òàêèìè åëåìåíòàìè ç Path(E), ùî s(u) = s(v), i íàïiâãðóïîâà
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îïåðàöiÿ íà G(E) â öüîìó çîáðàæåííi âèçíà÷åíà íàñòóïíèì ñïîñîáîì:

a−1b · c−1d =


(c1a)

−1d, ÿêùî c = c1b äëÿ äåÿêîãî c1 ∈ Path(E);

a−1b1d, ÿêùî b = b1c äëÿ äåÿêîãî b1 ∈ Path(E);

0, â iíøîìó âèïàäêó,

i a−1b · 0 = 0 · a−1b = 0 · 0 = 0.

Çàóâàæèìî, ùî n-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pn ¹ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ

íàä îði¹íòîâàíèì ãðàôîì E, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ âåðøèíè òà n ïåòåëü,

ìíîæèíó øëÿõiâ ÿêîãî ìîæíà îòîòîæíèòè ç âiëüíèì ìîíî¨äîì Mn íàä

n-åëåìåíòíîþ ìíîæèíîþ. À òîìó ç ëåìè 14 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 15. Äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò x ∈ Pn ìà¹ âèãëÿä u
−1v,

äå u òà v ¹ åëåìåíòàìè âiëüíîãî ìîíî¨äà Mn íàä n-åëåìåíòíîþ ìíîæè-

íîþ, i íàïiâãðóïîâà îïåðàöiÿ íà Pn â öüîìó çîáðàæåííi âèçíà÷åíà íàñòó-

ïíèì ÷èíîì:

a−1b · c−1d =


(c1a)

−1d, ÿêùî c = c1b, äå c1 ∈ Mλ;

a−1b1d, ÿêùî b = b1c, äå b1 ∈ Mλ;

0, â iíøîìó âèïàäêó

(1)

i a−1b · 0 = 0 · a−1b = 0 · 0 = 0.

Íåõàé α � äîâiëüíèé îðäèíàë. ×åðåç< ïîçíà÷èìî çâè÷àéíèé ïîðÿäîê íà

α, òîáòî a < b òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a ∈ b, äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ α. Ïîêëà-

äåìî a 6 b, ÿêùî a = b àáî a ∈ b. Ëåãêî áà÷èòè, ùî 6 ¹ ÷àñòêîâèì ïîðÿä-

êîì íà α. ×åðåç + ìè ïîçíà÷èìî çâè÷àéíå äîäàâàííÿ îðäèíàëiâ. Îðäèíàë

α íàçèâà¹òüñÿ àäèòèâíî íåðîçêëàäíèì, ÿêùî éîãî íå ìîæíà ïðåäñòàâèòè

ó âèãëÿäi ñóìè îðäèíàëiâ, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â α. Äëÿ äîâiëüíèõ îðäèíàëiâ a, b

òàêèõ, ùî b < a ïîêëàäåìî c = a− b, ÿêùî a = b+ c. Î÷åâèäíî, ùî ó öüîìó

âèïàäêó iñíó¹ ¹äèíèé îðäèíàë c òàêèé, ùî a = b+ c.

Òåîðåìà 16 ( [132, òåîðåìà 17]). Äîâiëüíèé îðäèíàë a îäíîçíà÷-

íèì ÷èíîì ðîçêëàäà¹òüñÿ â ñâîþ íîðìàëüíó ôîðìó Êàíòîðà, òîáòî a =
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n1ω
β1 +n2ω

β2 + ...+nkω
βk, äå ni ∈ N, à β1, β2, ..., βk � ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü

îðäèíàëiâ.

α-Áiöèêëi÷íèì ìîíî¨äîì (α-áiöèêëi÷íîþ íàïiâãðóïîþ)Bα íàçèâà¹òüñÿ

ìíîæèíà ωα × ωα ç âèçíà÷åíîþ íà íié íàñòóïíîþ áiíàðíîþ àñîöiàòèâíîþ

îïåðàöi¹þ:

(a, b) · (c, d) =

 (a+ (c− b), d), ÿêùî b 6 c;

(a, d+ (b− c)), ÿêùî c < b.

α-Áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä âïåðøå ââåäåíèé â ðîáîòi [85]. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

âií ¹ óçàãàëüíåííÿì áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè. Ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïè Bα

âèïëèâà¹, ùî 1-áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä B1 içîìîðôíèé áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi.

Íåõàé X � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà é α : X ⇀ X � ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ

(÷àñòêîâå ïåðåòâîðåííÿ) ìíîæèíè X. ×åðåç domα i ranα ïîçíà÷àòèìåìî

îáëàñòü âèçíà÷åííÿ òà îáëàñòü çíà÷åíü, âiäïîâiäíî, ÷àñòêîâîãî ïåðåòâî-

ðåííÿ α.

×åðåç IX áóäåìî ïîçíà÷àòè ìíîæèíó âñiõ ÷àñòêîâèõ ií'¹êòèâíèõ ïå-

ðåòâîðåíü íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè X ç âèçíà÷åíîþ íà íié íàïiâãðóïîâîþ

îïåðàöi¹þ:

x(αβ) = (xα)β, ÿêùî x ∈ dom(αβ) = {y ∈ domα | yα ∈ dom β},

äëÿ α, β ∈ IX . Íàïiâãðóïà IX íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ iíâåðñíîþ íà-

ïiâãðóïîþ íàä ìíîæèíîþ X (äèâ. [47]). Ñèìåòðè÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà

âïåðøå ââåäåíà Âàãíåðîì [1] i âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü â òåîði¨ iíâåðñíèõ

íàïiâãðóï.

Íåõàé X � ìíîæèíà òà ρ � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà X. Òîäi ÷åðåç

⟨X : ρ⟩ ïîçíà÷àòèìåìî ôàêòîð-íàïiâãðóïó SX/ρ
♮.

Òâåðäæåííÿ 17 ( [99, òâåðäæåííÿ 2.3.5] ). Íåõàé A = {ai : i ∈ I} �
ìíîæèíà ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ íàïiâãðóïè T i ìíîæèíà X = {xi : i ∈
I} ðiâíîïîòóæíà ìíîæèíi A. Íåõàé ρ � âiäíîøåííÿ íà âiëüíié íàïiâãðóïi
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SX , ïîðîäæåíå âiäîáðàæåííÿì θ : SX → T , θ(xi) = ai äëÿ âñiõ i ∈ I. Òîäi

T ¹ ãîìîìîðôíèì îáðàçîì íàïiâãðóïè ⟨X : ρ⟩.

ßêùî Y � ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òî ÷åðåç clX(Y ) òà

intX(Y ) ïîçíà÷àòèìåìî çàìèêàííÿ òà âíóòðiøíiñòü ìíîæèíè Y â òîïîëîãi÷-

íîìó ïðîñòîði X, âiäïîâiäíî.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ:

• T0-ïðîñòîðîì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ïàðè ðiçíèõ òî÷îê x1, x2 ∈ X iñíó¹

âiäêðèòà ïiäìíîæèíà U â X òàêà, ùî U ìiñòèòü ðiâíî îäíó ç öèõ

òî÷îê;

• T1 -ïðîñòîðîì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ïàðè ðiçíèõ òî÷îê x1, x2 ∈ X iñíó¹

âiäêðèòà ïiäìíîæèíà U â X òàêà, ùî x1 ∈ U i x2 /∈ U .

• T2-ïðîñòîðîì (àáî ãàóñäîðôîâèì ïðîñòîðîì), ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ïà-

ðè ðiçíèõ òî÷îê x1, x2 ∈ X iñíóþòü âiäêðèòi ïiäìíîæèíè U1, U2 â X

òàêi, ùî x1 ∈ U1, x2 ∈ U2 é U1 ∩ U2 = ∅;

• T3-ïðîñòîðîì, àáî ðåãóëÿðíèì ïðîñòîðîì, ÿêùî X ¹ T1-ïðîñòîðîì

i äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ïiäìíîæèíè F â

X òàêî¨, ùî x /∈ F , iñíóþòü âiäêðèòi ïiäìíîæèíè U1, U2 â X òàêi,

ùî x1 ∈ U1, F ⊂ U2 é U1 ∩ U2 = ∅;

• T3 1
2
-ïðîñòîðîì (òèõîíîâñüêèì àáî öiëêîì ðåãóëÿðíèì ïðîñòîðîì),

ÿêùî X ¹ T1-ïðîñòîðîì i äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X òà äîâiëüíî¨

çàìêíåíî¨ ïiäìíîæèíè F ⊂ X òàêî¨, ùî x /∈ F , iñíó¹ íåïåðåðâíà

ôóíêöiÿ f : X → [0, 1] òàêà, ùî f(x) = 0 i f(y) = 1, äëÿ y ∈ F .

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X òà Y

íàçèâàþòü ãîìåîìîðôiçìîì, ÿêùî f âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî âiäîáðàæà¹ X íà

Y i îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ f−1 : Y → X ¹ íåïåðåðâíèì. Ïiä âêëàäåííÿì

(çàíóðåííÿì) òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y áóäåìî

ðîçóìiòè ãîìåîìîðôiçì ç ïðîñòîðó X ó ïðîñòið Y , òîáòî íà îáðàç f(X).

Ïiäìíîæèíà A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ ùiëüíîþ â X,
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ÿêùî clX(A) = X. Ïiäìíîæèíà A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ

íiäå íå ùiëüíîþ â X, ÿêùî ¨¨ çàìèêàííÿ � êîùiëüíå â X, ùî åêâiâàëåíòíî

òîìó, ùî clX(A) ìà¹ ïîðîæíþ âíóòðiøíiñòü â X.

Ñiì'ÿ B(x) îêîëiâ òî÷êè x òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ) íàçèâà¹òüñÿ

áàçîþ â òî÷öi x, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî îêîëó V òî÷êè x iñíó¹

åëåìåíò U ñiì'¨ B(x) òàêèé, ùî x ∈ U ⊂ V .

Òî÷êà x íàçèâà¹òüñÿ içîëüîâàíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, ÿêùî

{x} ¹ âiäêðèòîþ ïiäìíîæèíîþ â X.

Òî÷êà x íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ íàêîïè÷åííÿ ïiäìíîæèíè A â òîïîëîãi÷-

íîìó ïðîñòîði X, ÿêùî êîæåí âiäêðèòèé îêië òî÷êè x ìiñòèòü íåñêií÷åííó

êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ç ìíîæèíè A.

Ïîêðèòòÿì ìíîæèíèX íàçèâà¹òüñÿ ñiì'ÿA = {As}s∈S ïiäìíîæèí âX
òàêà, ùî

∪
s∈S

As = X. Ïiäñiì'ÿ A0 â A íàçèâà¹òüñÿ ïiäïîêðèòòÿì ìíîæèíè

X, ÿêùî A0 � ïîêðèòòÿ ìíîæèíè X. Ó âèïàäêó, êîëè X � òîïîëîãi÷íèé

ïðîñòið, ñiì'þ A = {As}s∈S íàçèâàþòü âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì ïðîñòîðó

X, ÿêùî âñi åëåìåíòè ñiì'¨ A ¹ âiäêðèòèìè ïiäìíîæèíàìè â X.

Ñiì'ÿ {As}s∈S ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ ëî-

êàëüíî ñêií÷åííîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà x ç X iñíó¹ âiäêðèòèé

îêië U òî÷êè x òàêèé, ùî ìíîæèíà {s ∈ S : U ∩ As ̸= ∅} � ñêií÷åííà.
Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ:

• êîìïàêòíèì, ÿêùî äîâiëüíå éîãî âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ìiñòèòü ñêií-

÷åííå ïiäïîêðèòòÿ;

• çëi÷åííî êîìïàêòíèì, ÿêùî êîæíå çëi÷åííå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ïðî-

ñòîðó X ìiñòèòü ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ;

• çëi÷åííî êîìïàêòíèì â ìíîæèíi A ⊆ X, ÿêùî êîæíà íåñêií÷åííà

ïiäìíîæèíà B ⊆ A ìiñòèòü òî÷êó íàêîïè÷åííÿ â X;

• çëi÷åííî ïðàêîìïàêòíèì, ÿêùî iñíó¹ ùiëüíà â X ìíîæèíà A, òàêà

ùî X ¹ çëi÷åííî êîìïàêòíèì â A;
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• ñëàáêî êîìïàêòíèé, ÿêùî êîæíå ëîêàëüíî-ñêií÷åííå âiäêðèòå ïîê-

ðèòòÿ ïðîñòîðó X ¹ ñêií÷åííèì;

• ëîêàëüíî êîìïàêòíèì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x â X iñíó¹ âiä-

êðèòèé îêië U(x) òàêèé, ùî clX(U(x)) ¹ êîìïàêòíèì ïiäïðîñòîðîì

â X;

• ïñåâäîêîìïàêòíèì, ÿêùîX ¹ öiëêîì ðåãóëÿðíèì i êîæíà íåïåðåðâ-

íà äiéñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ íà X ¹ îáìåæåíîþ;

• áåðiâñüêèì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòiA1, A2, . . . , Ai, . . . íiäå íå

ùiëüíèõ ìíîæèí ç X îá'¹äíàííÿ
∞∪
i=1

Ai ¹ êîùiëüíîþ ïiäìíîæèíîþ

â X;

• H-çàìêíåíèì, ÿêùî X ¹ çàìêåíèíì ïiäïðîñòîðîì êîæíîãî ãàóñäîð-

ôîâîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó, ùî ìiñòèòü éîãî ÿê ïiäïðîñòið.

Êîæåí êîìïàêòíèé ïðîñòið ¹ çëi÷åííî êîìïàêòíèì, êîæåí çëi÷åííî êîì-

ïàêòíèé ïðîñòið ¹ çëi÷åííî ïðàêîìïàêòíèé, i êîæåí çëi÷åííî ïðàêîìïà-

êòíèé ïðîñòið ¹ ñëàáêî êîìïàêòíèì (äèâ. [14] àáî [9]). Òàêîæ êîæåí êîì-

ïàêòíèé ïðîñòið ¹ H-çàìêíåíèì ïðîñòîðîì, à êîæåí H-çàìêíåíèé ïðîñòið

¹ ñëàáêî êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì ( [69, òâåðäæåííÿ 2.25]).

Òåîðåìà 18 ( [9, òåîðåìà 3.10.22] ). Òèõîíiâñüêèé òîïîëîãi÷íèé

ïðîñòið X ¹ ñëàáêî êîìïàêòíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè X ¹ ïñåâäîêîì-

ïàêòíèì ïðîñòîðîì.

Òåîðåìà 19 ( [9, òåîðåìà 3.2.4] ). Òèõîíîâñüêèé äîáóòîê
∏
s∈S

Xs, äå

Xs ̸= ∅, s ∈ S, ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âñi

ïðîñòîðè Xs ¹ êîìïàêòíèìè.

Òåîðåìà 20 ( [9, òåîðåìà 3.10.4] ). Êîæåí çàìêíåíèé ïiäïðîñòið

çëi÷åííî êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó ¹ çëi÷åííî êîìïàêòíèì.

ÍåõàéX � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Ïàðà (Y, c), äå Y � êîìïàêò, à c : X → Y

� ãîìåîìîðôíå âêëàäåííÿ ïðîñòîðó X â Y òàêå, ùî clY (c(X)) = Y íà-

çèâà¹òüñÿ êîìïàêòèôiêàöi¹þ ïðîñòîðó X i ïîçíà÷à¹òüñÿ cX. Ïðîñòið X
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ìà¹ êîìïàêòèôiêàöiþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií òèõîíîâñüêèé. Ìíîæèíà

cX\c(X) íàçèâà¹òüñÿ íàðîñòîì êîìïàêòèôiêàöi¨ cX.

Îçíà÷èìî ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà C (X) � ñiì'¨ âñiõ êîìïàêòèôiêàöié òè-

õîíiâñüêîãî ïðîñòîðó X òàêèì ÷èíîì: c2X 6 c1X, ÿêùî iñíó¹ íåïåðåðâíå

âiäîáðàæåííÿ f : c1X → c2X òàêå, ùî fc1 = c2. Íàéáiëüøèé åëåìåíò ñiì'¨

C (X) íàçèâà¹òüñÿ ñòîóí-÷åõiâñüêîþ êîìïàêòèôiêàöi¹þ ïðîñòîðó X i ïî-

çíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç βX.

Òåîðåìà 21 ( [9, òåîðåìà 3.3.9] ). ßêùî X � ëîêàëüíî êîìïàêòíèé

ïiäïðîñòið ãàóñäîðôîâîãî ïðîñòîðó Y , òî X � âiäêðèòèé ïiäïðîñòið â

clY (X).

Íàñëiäîê 22 ( [9, íàñëiäîê 3.3.10] ). Ïiäïðîñòið M ãàóñäîðôîâîãî

ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó X ¹ ëîêàëüíî êîìïàêòíèì òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè M = F ∩ V , äå F ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ â X, à V ¹

âiäêðèòîþ ïiäìíîæèíîþ â X.

Òîïîëîãi÷íîþ (iíâåðñíîþ) íàïiâãðóïîþ íàçèâà¹òüñÿ ãàóñäîðôîâèé òîïî-

ëîãi÷íèé ïðîñòið ç âèçíà÷åíîþ íà íüîìó íåïåðåðâíîþ àñîöiàòèâíîþ îïåðà-

öi¹þ (òà iíâåðñi¹þ, âiäïîâiäíî). ßêùî S ¹ íàïiâãðóïîþ (iíâåðñíîþ íàïiâ-

ãðóïîþ) i τ ¹ òîïîëîãi¹þ íà S, ùî ïåðåòâîðþ¹ S â òîïîëîãi÷íó (iíâåðñíó)

íàïiâãðóïó, òîäi ìè íàçèâàòèìåìî τ (iíâåðñíîþ) íàïiâãðóïîâîþ òîïîëîãi¹þ

íà S. Íàïiâòîïîëîãi÷íîþ íàïiâãðóïîþ íàçèâà¹òüñÿ ãàóñäîðôîâèé òîïîëî-

ãi÷íèé ïðîñòið ç âèçíà÷åíîþ íà íüîìó íàðiçíî íåïåðåðâíîþ íàïiâãðóïîâîþ

îïåðàöi¹þ.

Íåõàé S i T � òîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè. Âiäîáðàæåííÿ ϕ : S → T íà-

çèâà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íèì içîìîðôiçìîì, ÿêùî ϕ ¹ îäíî÷àñíî içîìîðôiçìîì

íàïiâãðóï S i T òà ãîìåîìîðôiçìiâ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ S i T .

Òîïîëîãi÷íèì âêëàäåííÿì (çàíóðåííÿì) òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè S ó

òîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó T íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì íàïiâãðóïè

S ó íàïiâãðóïó T .
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Òâåðäæåííÿ 23 ( [114, òâåðäæåííÿ I-1.8(ii)] ). Íåõàé X � ïiäíà-

ïiâãðóïà íàïiâòîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè Y , òî clY (X) � ïiäíàïiâãðóïà â Y .

Òåîðåìà 24 ( [72, ëåìà 1]). Íåõàé L � ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà òîïîëî-

ãi÷íà íàïiâãðàòêà, ÿêà ìiñòèòüñÿ â ãàóñäîðôîâié òîïîëîãi÷íié íàïiâãðàò-

öi S. Òîäi clS(L) ¹ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíîþ ïiäíàïiâãðàòêîþ â S.

Òåîðåìà 25 ( [66, íàñëiäîê 19]). Íåõàé L � òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàò-

êà, ÿêà ìiñòèòüñÿ â ãàóñäîðôîâié òîïîëîãi÷íié íàïiâãðóïi S. Òîäi clS(L)

¹ òîïîëîãi÷íîþ ïiäíàïiâãðàòêîþ â S.

Ãàóñäîðôîâà òîïîëîãi÷íà (iíâåðñíà) íàïiâãðóïà (S, τ) íàçèâà¹òüñÿ ìiíi-

ìàëüíîþ, ÿêùî íå iñíó¹ ãàóñäîðôîâîþ (iíâåðñíî¨) íàïiâãðóïîâî¨ òîïîëîãi¨

íà S, ùî ñòðîãî ìiñòèòüñÿ â τ . ßêùî (S, τ) ¹ ìiíiìàëüíîþ òîïîëîãi÷íîþ

(iíâåðñíîþ) íàïiâãðóïîþ, òî τ íàçèâàòèìåìî ìiíiìàëüíîþ (iíâåðñíîþ) íà-

ïiâãðóïîâîþ òîïîëîãi¹þ.

Òåîðåìà 26 ( [16, òåîðåìà 1.3] ). Äëÿ êîæíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâ-

ãðóïè S òàêî¨, ùî S × S ¹ ïñåâäîêîìïàêòíèì ïðîñòîðîì íàïiâãðóïîâà

îïåðàöiÿ S ×S → S ïðîäîâæó¹òüñÿ äî íåïåðåðâíî¨ íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨

βS × βS → βS.

Òâåðäæåííÿ 27 ( [53, òâåðäæåííÿ II.1] ). ßêùî X � òîïîëîãi÷íà

iíâåðñíà íàïiâãðóïà, òî iíâåðñiÿ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì íà X.

Òâåðäæåííÿ 28 ( [53, òâåðäæåííÿ II.3] ). ßêùî Y � ùiëüíà iíâåðñ-

íà ïiäíàïiâãðóïà â òîïîëîãi÷íié iíâåðñíié íàïiâãðóïi X, òî íàïiâãðàòêà

E(Y ) ùiëüíà â íàïiâãðàòöi E(X).

Íåõàé A � äåÿêèé êëàñ íàïiâòîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï. Íàïiâãðóïà S ∈
A íàçèâà¹òüñÿ H-çàìêíåíîþ â êëàñi A , ÿêùî S ¹ çàìêíåíîþ ïiäíàïiâãðó-

ïîþ äîâiëüíî¨ íàïiâòîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè T ∈ A , ÿêà ìiñòèòü S. Òîïî-

ëîãi÷íà íàïiâãðóïà S ∈ A íàçèâà¹òüñÿ àáñîëþòíî H-çàìêíåíîþ â êëàñi

A , ÿêùî äîâiëüíèé íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôíèé îáðàç S ¹ H-çàìêíåíèì â

A . Ó âèïàäêó, êîëè çðîçóìiëî ïðî ÿêèé êëàñ A íàïiâòîïîëîãi÷íèõ íàïiâ-



45

ãðóï éäåòüñÿ, ìè ïèñàòèìåìî, çàìiñòü S ¹ H-çàìêíåíîþ â êëàñi A , ùî S ¹

H-çàìêíåíîþ.

Òåîðåìà 29 ( [72, òåîðåìà 2]). Ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà òîïîëîãi÷íà

íàïiâãðàòêà E ¹ H-çàìêíåíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ íà-

ñòóïíi óìîâè:

(i) E ¹ ïîâíîþ;

(ii) ç òîãî, ùî x = supA, äå A = ↓A, âèïëèâà¹, ùî x ∈ clE A;

(iii) ç òîãî, ùî x = inf B, äå B = ↑B, âèïëèâà¹, ùî x ∈ clE B.

Òåîðåìà 30 ( [72, òåîðåìà 3]). Íåõàé L � ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà H-

çàìêíåíà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà. Òîäi L ¹ àáñîëþòíî H-çàìêíåíîþ òî-

ïîëîãi÷íîþ íàïiâãðàòêîþ.

Òåîðåìà 31 ( [120, òåîðåìà 9]). Íåõàé T � äèñêðåòíà íàïiâãðàòêà.

Òîäi T ¹ àáñîëþòíî H-çàìêíåíîþ â êëàñi âñiõ ãàóñäîðôîâèõ òîïîëîãi÷íèõ

íàïiâãðàòîê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîæåí ìàêñèìàëüíèé ëàíöþã â T ¹

ñêií÷åííèì.

Òåîðåìà 32 ( [62, òåîðåìà 1]). Ëîêàëüíî êîìïàêòíèé íàïiâòîïî-

ëîãi÷íèé áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä ç ïðè¹äíàíèì íóëåì ¹ àáî äèñêðåòíèì àáî

êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.

Íàñëiäîê 33 ( [62, íàñëiäîê 1]). �äèíîþ ëîêàëüíî êîìïàêòíîþ íà-

ïiâãðóïîâîþ òîïîëîãi¹þ íà áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äi ç ïðè¹äíàíèì íóëåì ¹

äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ.

Ëåìà 34 ( [42, ëåìà 3.12]). Íåõàé S � ëîêàëüíî êîìïàêòíà òîïîëî-

ãi÷íà íàïiâãðóïà ç íåïîðîæíiì êîìïàêòíèì ìiíiìàëüíèì iäåàëîì M(S).

Òîäi äëÿ äîâiëüíîþ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè V , ùî ìiñòèòü M(S) iñíó¹ âiä-

êðèòà ìíîæèíà J òàêà, ùî M(S) ⊂ J ⊂ V i J ¹ iäåàëîì â clS(J).

Ëåìà 35 ( [67, ëåìà 2]). Äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò ãàóñäîðôîâî¨

íàïiâòîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè ìàòðè÷íèõ îäèíèöü ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ

â íié.
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Òâåðäæåííÿ 36 ( [67, òâåðäæåííÿ 1]). Íå iñíó¹ íàïiâãðóïîâî¨ ñëàá-

êî êîìïàêòíî¨ òîïîëîãi¨ íà íåñêií÷åííié íàïiâãðóïi ìàòðè÷íèõ îäèíèöü.

Òåîðåìà 37 ( [68, òåîðåìà 2.10]). Íåñêií÷åííà íàïiâãðóïà ìàòðè-

÷íèõ îäèíèöü íå âêëàäà¹òüñÿ â çëi÷åííî êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó íàïiâ-

ãðóïó.

Òåîðåìà 38 ( [68, òåîðåìà 2.11]). Êîæåí íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì

ç íåñêií÷åííî¨ íàïiâãðóïè ìàòðè÷íèõ îäèíèöü â çëi÷åííî êîìïàêòíó òî-

ïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó ¹ àíóëþþ÷èì.

Òåîðåìà 39 ( [68, òåîðåìà 3.7]). ßêùî ïiäìíîæèíà iäåìïîòåíòiâ

òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè ìàòðè÷íèõ îäèíèöü Bλ ¹ êîìïàêòíîþ, òîäi Bλ

¹ àáñîëþòíî H-çàìêíåíîþ â êëàñi âñiõ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï.
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ÐÎÇÄIË 1

H-ÇÀÌÊÍÅÍI ÒÎÏÎËÎÃI×ÍI ÍÀÏIÂÃÐÀÒÊÈ

1.1. H-ïîïîâíåííÿ òà AH-ïîïîâíåííÿ òîïîëîãi÷íèõ

íàïiâãðàòîê (N,max) òà (N,min)

H-çàìêíåíi òà àáñîëþòíî H-çàìêíåíi òîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè áóëè ââå-

äåíi Äæåéìñîì Ñòåïïîì ó ñòàòòÿõ [119] i [120], äå âîíè íàçèâàþòüñÿ ìàêñè-

ìàëüíèìè òà àáñîëþòíî ìàêñèìàëüíèìè, âiäïîâiäíî.

Ó ñòàòòi [120] ïîêàçàíî, ùî äèñêðåòíà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà E � àá-

ñîëþòíî H-çàìêíåíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîæåí ìàêñèìàëüíèé ëàíöþã

â E ¹ ñêií÷åííèì. Ó ðîáîòi [66] çàóâàæåíî, ùî òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà

X ¹ H-çàìêíåíîþ (àáñîëþòíî H-çàìêíåíîþ) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè X

¹ H-çàìêíåíîþ (àáñîëþòíî H-çàìêíåíîþ) òîïîëîãi÷íîþ íàïiâãðóïîþ. Â

ñòàòòi [72] âèâ÷àëèñÿ âëàñòèâîñòi ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèõ H-çàìêíåíèõ òî-

ïîëîãi÷íèõ íàïiâãðàòîê i äîâåäåíà õàðàêòåðèçàöiéíà òåîðåìà 29. Òàêîæ â

ðîáîòi [72] ïîêàçàíî, ùî êîæíà ëiíiéíà H-çàìêíåíà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàò-

êà ¹ àáñîëþòíî H-çàìêíåíîþ i, ùî êîæíà ëiíiéíà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà

¹ ùiëüíîþ ïiäíàïiâãðàòêîþ H-çàìêíåíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðàòêè.

×åðåç (N,max) i (N,min) ìè ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó íàòóðàëüíèõ ÷è-

ñåë ç íàïiâãðàòêîâîþ îïåðàöi¹þ max i min, âiäïîâiäíî. Ïiä H-ïîïîâíåííÿì

(AH-ïîïîâíåííÿì) òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðàòêè X ìè ðîçóìiòèìåìî äîâiëü-

íó H-çàìêíåíó (àáîñëþòíî H-çàìêíåíó) òîïîëîãi÷íó íàïiâãðàòêó X̃, ÿêà

ìiñòèòü X ÿê ùiëüíó ïiäíàïiâãðàòêó. H-ïîïîâíåííÿ (AH-ïîïîâíåííÿ) X̃

òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðàòêè X íàçèâàòèìåìî óíiâåðñàëüíèì, ÿêùî êîæåí íå-

ïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì h ç X â H-çàìêíåíó (àáñîëþòíî H-çàìêíåíó) òî-

ïîëîãi÷íó íàïiâãðàòêó Y ïðîäîâæó¹òüñÿ äî íåïåðåðâíîãî ãîìîìîðôiçìó

h̃ : X̃ → Y .
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Íåõàé F � äîâiëüíèé âiëüíèé ôiëüòð íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N.

Ðîçãëÿíåìî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið NF = N∪ {F}, â ÿêîìó âñi òî÷êè x ∈ N

¹ içîëüîâàíèìè, à ìíîæèíè âèãëÿäó F ∪ {F}, äå F ∈ F , óòâîðþþòü áàçó

òîïîëîãi¨ â òî÷öi F . Íàïiâãðàòêîâà îïåðàöiÿ min íà N ïðîäîâæó¹òüñÿ äî

íåïåðåðâíî¨ íàïiâãðàòêîâî¨ îïåðàöi¨ min íà NF íàñòóïíèì ÷èíîì:

min{n,F} = min{F , n} = n , min{F ,F} = F .

Àíàëîãi÷íî, íàïiâãðàòêîâà îïåðàöiÿ max íà N ïðîäîâæó¹òüñÿ äî íåïåðåðâ-

íî¨ íàïiâãðàòêîâî¨ îïåðàöi¨ max íà NF íàñòóïíèì ÷èíîì:

max{n,F} = max{F , n} = F = max{F ,F}.

Íàäàëi ÷åðåç NF ,min (NF ,max) áóäåìî ïîçíà÷àòè òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið NF

ç âèçíà÷åíîþ íà íüîìó íåïåðåðâíîþ íàïiâãðàòêîâîþ îïåðàöi¹þ min (max).

Òâåðäæåííÿ 1.1.1. Äëÿ äîâiëüíîãî âiëüíîãî ôiëüòðà F íà N òîïî-

ëîãi÷íi íàïiâãðàòêè NF ,min òà NF ,max ¹ àáñîëþòíî H-çàìêíåíèìè.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî NF ,min òà NF ,max ¹ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíè-

ìè íàïiâãðàòêàìè, ùî çàäîâiëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè 29. Îòæå íàïiâãðàòêè

NF ,min òà NF ,max ¹ H-çàìêíåíèìè. Òîäi çà òåîðåìîþ 30 ìà¹ìî, ùî òîïîëî-

ãi÷íi íàïiâãðàòêè NF ,min òà NF ,max ¹ àáñîëþòíî H-çàìêíåíèìè.

Òâåðäæåííÿ 1.1.2. Êîæíå H-ïîïîâíåííÿ äèñêðåòíî¨ íàïiâãðàòêè

(N,min) ((N,max)) òîïîëîãi÷íî içîìîðôíå íàïiâãðàòöi NF ,min (NF ,max)

äëÿ äåÿêîãî âiëüíîãî ôiëüòðó F íà N.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî öå òâåðäæåííÿ äëÿ íàïiâãðàòêè (N,min). Ó âè-

ïàäêó íàïiâãðàòêè (N,max) äîâåäåííÿ ¹ àíàëîãi÷íèì.

Íåõàé S � H-çàìêíåíà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà, ÿêà ìiñòèòü íàïiâãðàò-

êó (N,min) ÿê ùiëüíèé ïiäïðîñòið. Ç ëåìè 24 âèïëèâà¹, ùî S ¹ ëiíiéíî

âïîðÿäêîâàíîþ i S \N � îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà, ÿêó ìè ïîçíà÷èì ÷åðåç {a}.
Òîäi ç òîãî, ùî (N,min) ¹ ùiëüíîþ ïiäíàïiâãðàòêîþ â S, òà ç íåïåðåðâíîñòi
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íàïiâãðàòêîâî¨ îïåðàöi¨ â S âèïëèâà¹, ùî a · n = n · a = n äëÿ äîâiëüíîãî

n ∈ N. ×åðåç B(a) ïîçíà÷èìî ôiëüòð âiäêðèòèõ îêîëiâ òî÷êè a â S. Öåé

ôiëüòð iíäóêó¹ âiëüíèé ôiëüòð

F = {F ⊂ N : F ∪ {a} ∈ B(a)}

íà N. Òîäi òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà S òîïîëîãi÷íî içîìîðôíà íàïiâãðàòöi

NF ,min. Òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì f : S → NF ,min âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì

÷èíîì: f(a) = F i f(n) = n äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N.

Òâåðäæåííÿ 1.1.3. Äëÿ äèñêðåòíèõ íàïiâãðàòîê (N,min) i (N,max)

íå iñíó¹ óíiâåðñàëüíîãî AH-ïîïîâíåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî öå òâåðäæåííÿ äëÿ íàïiâãðàòêè (N,max). Ó âè-

ïàäêó íàïiâãðàòêè (N,min) äîâåäåííÿ ¹ àíàëîãi÷íèì.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ óíiâåðñàëüíå AH-ïîïîâíåííÿ S äèñêðåòíî¨ íà-

ïiâãðàòêè (N,max). Òîäi, çà òâåðäæåííÿì 1.1.2, íàïiâãðàòêà S òîïîëîãi÷íî

içîìîðôíà òîïîëîãi÷íié íàïiâãðàòöi NF ,max äëÿ äåÿêîãî âiëüíîãî ôiëüòðó

F íà N. Íåõàé F ′ ¹ äîâiëüíèì âiëüíèì ôiëüòðîì íà N òàêèì, ùî F ′ ̸⊂ F .

Òîäi òîòîæí¹ âêëàäåííÿ

idN : (N,max) → NF ′,max

íå ïðîäîâæó¹òüñÿ äî íåïåðåðâíîãî ãîìîìîðôiçìó h : NF ,max → NF ′,max, ùî

ñóïåðå÷èòü óíiâåðñàëüíîñòi AH-ïîïîâíåííÿ S íàïiâãðàòêè (N,max).
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1.2. Ðîçâ'ÿçîê ïðîáëåìè Ñòåïïà

Â ñòàòòi [120] Ñòåïï ïîñòàâèâ íàñòóïíó ïðîáëåìó: ÷è êîæíà H-çàìêíåíà

òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà ¹ àáñîëþòíî H-çàìêíåíîþ? Ó öüîìó ïiäðîçäiëi

áóäå äàíà íåãàòèâíà âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ Ñòåïïà.

Íàäàëi ÷åðåç E2 = {0, 1} ïîçíà÷àòèìåìî äèñêðåòíó òîïîëîãi÷íó íà-

ïiâãðàòêó ç íàïiâãðàòêîâîþ îïåðàöi¹þ min. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé âiëüíèé

ôiëüòð F íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ùî ìiñòèòü ìíîæèíó F ç íåñêií-

÷åííèì äîïîâíåííÿì N \F . ×åðåç Ymin ïîçíà÷èìî ïðÿìèé äîáóòîê òîïîëî-

ãi÷íèõ íàïiâãðàòîê NF ,min òà E2 ç òîïîëîãi¹þ äîáóòêó. Òîäi, ëåãêî áà÷èòè,

ùî

XF ,min = (NF ,min × {0}) ∪ ((N \ F )× {1})

¹ çàìêíåíîþ ïiäíàïiâãðàòêîþ â Ymin.

Òâåðäæåííÿ 1.2.1. XF ,min � H-çàìêíåíà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà XF ,min

íå ¹ H-çàìêíåíîþ. Ç íàñëiäêó 25 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òîïîëîãi÷íà íàïiâ-

ãðàòêà S ÿêà ìiñòèòü XF ,min ÿê âëàñíó ùiëüíó ïiäíàïiâãðàòêó. Çàôiêñó¹ìî

äîâiëüíèé åëåìåíò a ∈ S \ XF ,min. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî îêîëó

U(a) åëåìåíòà a â S ìíîæèíà U(a)∩XF ,min ¹ íåñêií÷åííîþ. Çà òâåðäæåí-

íÿì 1.1.1 ïiäíàïiâãðàòêà NF ,min × {0} íàïiâãðàòêè XF ,min ¹ H-çàìêíåíîþ.

Òîìó iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé îêië U(a) òî÷êè a â S, ùî

U(a) ∩XF ,min ⊆ (N \ F )× {1}.

Îòæå ìíîæèíà U(a) ∩ ((N \ F )× {1}) ¹ íåñêií÷åííîþ.
Ïîêàæåìî, ùî a·x = x äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà x ∈ XF ,min\{(F , 0)}. Ç

òîãî, ùî ìíîæèíà U(x)∩ ((N\F )×{1}) ¹ íåñêií÷åííîþ òà ç íåïåðåðâíîñòi

íàïiâãðàòêîâî¨ îïåðàöi¨ â XF ,min âèïëèâà¹, ùî a · x = x äëÿ äîâiëüíîãî

åëåìåíòà x ∈ (N \ F )× {1}. Çàôiêñó¹ì äîâiëüíèé åëåìåíò

y ∈ N× {0} ⊂ XF ,min.
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Ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðàòêîâî¨ îïåðàöi¨ â XF ,min âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ åëåìåíò

xy ∈ (N \ F )× {1} òàêèé, ùî xy · y = y. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

a · y = a · (xy · y) = (a · xy) · y = xy · y = y.

Ç òîãî, ùî (F , 0) ¹ òî÷êîþ íàêîïè÷åííÿ ìíîæèíè N×{0} òà ç íåïåðåðâíîñòi
íàïiâãðàòêî¨ îïåðàöi¨ âèïëèâà¹, ùî a · (F , 0) = (F , 0).

Çàôiêñó¹ìî âiäêðèòèé îêië

W (F , 0) = (F ∪ {F})× {0}

òî÷êè (F , 0). Ðîçãëÿíåìî äîáóòîê a · (F , 0) = (F , 0). Ç íåïåðåðâíîñòi íà-

ïiâãðàòêîâî¨ îïåðàöi¨ âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêèõ âiäêðèòèõ îêîëiâ U(a) òà

V (F , 0) òî÷îê a i (F , 0) â S, âiäïîâiäíî, ùî U(a) · V (F , 0) ⊂ W (F , 0).

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó

(n, 1) ∈ U(a) ∩
(
(N \ F )× {1}

)
i çíàéäåìî òàêó òî÷êó (m, 0) ∈ V (F , 0), ùî m > n. Òîäi

(n, 0) = (n, 1) · (m, 0) ∈ U(a) · U(F , 0) ⊂ W (F , 0) = (F ∪ {F})× {0},

ùî ñóïåðå÷èòü âèáîðó ÷èñëà n ∈ N \ F .

Òâåðäæåííÿ 1.2.2. Òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà XF ,min íå ¹ àáñîëþòíî

H-çàìêíåíîþ.

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðàòêè XF ,min âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà I =

NF ,min × {0} ¹ âiäêðèòî-çàìêíåíèì iäåàëîì â XF ,min. Òîäi ôàêòîð-íàïiâ-

ãðàòêà XF ,min/I ç âèçíà÷åíîþ íà íié ôàêòîð-òîïîëîãi¹þ ¹ äèñêðåòíîþ

òîïîëîãi÷íîþ íàïiâãðàòêîþ, ÿêà òîïîëîãi÷íî içîìîðôíà äèñêðåòíié íàïiâ-

ãðàòöi (N,min). Çà òåîðåìîþ 29 ìà¹ìî, ùî íàïiâãðàòêà XF ,min/I íå ¹ H-

çàìêíåíîþ. Îòæå íàïiâãðàòêà XF ,min íå ¹ àáñîëþòíî H-çàìêíåíîþ.

Íàñëiäîê 1.2.3. Êîæíà çàìêíåíà ïiäíàïiâãðàòêà íàïiâãðàòêè Ymin

¹ àáñîëþòíî H-çàìêíåíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè F ¹ ôiëüòðîì, ùî

ñêëàäà¹òüñÿ ç êîñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí â N.
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Äîâåäåííÿ. (⇐) ßêùî F ¹ ôiëüòðîì, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç êîñêií÷åííèõ

ïiäìíîæèí â N, òî ïðîñòið Ymin = NF ,min × E2 ¹ êîìïàêòíèì. Ó öüîìó

âèïàäêó êîæíà çàìêíåíà ïiäìíîæèíà â Ymin ¹ êîìïàêòíîþ, à òîìó êîæíà

çàìêíåíà ïiäíàïiâãðàòêà íàïiâãðàòêè Ymin ¹ àáñîëþòíî H-çàìêíåíîþ.

(⇒) ßêùî F ¹ âiëüíèì ôiëüòðîì íà N, ùî ìiñòèòü ìíîæèíó F ⊆ N ç

íåñêií÷åííèì äîïîâíåííÿì N \ F , òî

XF ,min =
(
NF ,min × {0}

)
∪
(
(N \ F )× {1}

)
¹ çàìêíåíîþ ïiäíàïiâãðàòêîþ òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðàòêè Ymin. Ç òâåðäæåí-

íÿ 1.2.2 âèïëèâà¹, ùî òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà XF ,min íå ¹ àáñîëþòíî H-

çàìêíåíà.

Ïîçíà÷èìî Ymax = NF ,max × E2 òà

XF ,max = (NF ,max × {0}) ∪ ((N \ F )× {1}) .

Ëåãêî áà÷èòè, ùî XF ,max ¹ çàìêíåíîþ ïiäíàïiâãðàòêîþ â Ymax. Àíàëîãi÷íî

äî òâåðäæåíü 1.2.1 òà 1.2.2 äîâîäÿòüñÿ íàñòóïíi äâà òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.2.4. XF ,max ¹ H-çàìêíåíîþ òîïîëîãi÷íîþ íàïiâãðà-

òêîþ.

Òâåðäæåííÿ 1.2.5. Òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà XF ,max íå ¹ àáñîëþòíî

H-çàìêíåíîþ.

Äîâåäåííÿ íàñòóïíîãî íàñëiäêó ¹ àíàëîãi÷íèì äîâåäåííþ íàñëiäêà 1.2.3

i âèïëèâà¹ ç òâåðäæåíü 1.2.4 òà 1.2.5.

Íàñëiäîê 1.2.6. Êîæíà çàìêíåíà ïiäíàïiâãðàòêà íàïiâãðàòêè Ymax

¹ àáñîëþòíî H-çàìêíåíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè F ¹ ôiëüòðîì, ùî

ñêëàäà¹òüñÿ ç êîñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí â N.

Çàóâàæèìî, ùî ïîáóäîâàíi âèùå ïðèêëàäè H-çàìêíåíèõ òîïîëîãi÷íèõ

íàïiâãðàòîêXF ,max òàXF ,min äàþòü íåãàòèâíó âiäïîâiäü íà ïðîáëåìó Ñòåï-

ïà (äèâ. [120, ïèòàííÿ 17]).
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Íåõàé λ � äîâiëüíèé íåñêií÷åíèé êàðäèíàë i 0 /∈ λ. Íà äèñêðåòíîìó

òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Eλ = {0} ∪ λ îçíà÷èìî íàïiâãðàòêîâó îïåðàöiþ çà

ôîðìóëîþ:

x · y =

 x, ÿêùî x = y;

0, ÿêùî x ̸= y.

Íåõàé F � âiëüíèé ôiëüòð íà N, ÿêèé ìiñòèòü ìíîæèíó F ç íåñêií÷åí-

íèì äîïîâíåííÿì N \ F . ×åðåç Y λ
max ïîçíà÷èìî ïðÿìèé äîáóòîê òîïîëîãi÷-

íèõ íàïiâãðàòîê NF ,max òà Eλ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìíîæèíà

Xλ
F ,max = (NF ,max × {0}) ∪ ((N \ F )× λ)

¹ çàìêíåíîþ ïiäíàïiâãðàòêîþ â Y λ
max.

Òâåðäæåííÿ 1.2.7. Òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà Xλ
F ,max ¹ H-çàìêíåíîþ.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà Xλ
F ,max íå ¹ H-

çàìêíåíîþ, òîäi iñíó¹ òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà T , ÿêà ìiñòèòü Xλ
F ,max ÿê

âëàñíó ùiëüíó ïiäíàïiâãðàòêó. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò e ∈ T \E. Çà
òåîðåìîþ 29 òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà NF ,max ×{0} ¹ H-çàìêíåíîþ, à òîìó

âîíà çàìêíåíà â T . Òîäi iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé îêië U(e) òî÷êè e â T , ùî

U(e) ∩ (NF ,max × {0}) = ∅. Çà íåïåðåðâíiñòþ íàïiâãðàòêîâî¨ îïåðàöi¨ â T

iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé îêië V (e) ⊆ U(e) òî÷êè e â T , ùî V (e) ·V (e) ⊆ U(e).

Ç òâåðäæåííÿ 1.2.4 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ λ íàïiâãðàòêà

Za = (NF ,max × {0}) ∪ ((N \ F )× {a}) ⊂ Xλ
F ,max

¹H-çàìêíåíîþ i òîìó âîíà çàìêíåíà â T . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî V (e)∩Za ̸= ∅

äëÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ a ∈ λ. Îòæå, îòðèìó¹ìî, ùî

(V (e) · V (e)) ∩ NF ,max × {0} ̸= ∅.

Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹, ùî Xλ
F ,max ¹ H-çàìêíåíîþ òîïîëîãi-

÷íîþ íàïiâãðàòêîþ.
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Òâåðäæåííÿ 1.2.8. Òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà Xλ
F ,max íå ¹ àáñîëþòíî

H-çàìêíåíîþ.

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðàòêè Xλ
F ,max âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëü-

íî¨ ïiäìíîæèíè κ ⊂ λ ìíîæèíà Iκ = (NF ,max × {0}) ∪ ((N \ F )× κ) ¹

âiäêðèòî-çàìêíåíèì iäåàëîì â Xλ
F ,max. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôàêòîð-íàïiâ-

ãðàòêà Xλ
F ,max/Iκ ç ôàêòîð-òîïîëîãi¹þ ¹ äèñêðåòíîþ òîïîëîãi÷íîþ íàïiâ-

ãðàòêîþ. Çàóâàæèìî, ùî Xλ
F ,max/Iκ òîïîëîãi÷íî içîìîðôíà äèñêðåòíié îð-

òîãîíàëüíié ñóìi ïîòóæíîñòi λ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðàòîê (N,max). Ëåãêî

áà÷èòè, ùî íàïiâãðàòêà Xλ
F ,max/Iκ íå ¹ H-çàìêíåíîþ. Îòæå òîïîëîãi÷íà

íàïiâãðàòêà Xλ
F ,max íå ¹ àáñîëþòíî H-çàìêíåíîþ.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè κ ⊂ λ ïðèðîäíié ãîìîìîð-

ôiçì π : Xλ
F ,max → E/Iκ ¹ âiäêðèòî-çàìêíåíèì íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåí-

íÿì. Òîäi ç òâåðäæåííÿ 1.2.8 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê:

Íàñëiäîê 1.2.9. Äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åíîãî êàðäèíàëó λ iñíó¹ 2λ íå-

ïåðåðâíèõ, âiäêðèòî-çàìêíåíèõ ñþð'¹êòèâíèõ ãîìîìîðôíèõ îáðàçiâ òîïî-

ëîãi÷íî¨ íàïiâãðàòêè

Xλ
F ,max = (NF ,max × {0}) ∪ ((N \ F )× λ) ⊂ NF ,max × Eλ,

ÿêi íå ¹ H-çàìêíåíèìè òîïîëîãi÷íèìè íàïiâãðàòêàìè.
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Âèñíîâêè. Ó öüîìó ðîçäiëi îïèñàíî H-ïîïîâíåííÿ òà AH-ïîïîâíåí-

íÿ íàïiâãðàòîê (N,max) òà (N,min). Äîâåäåíî, ùî íå iñíó¹ óíiâåðñàëüíî-

ãî H-ïîïîâíåííÿ (AH-ïîïîâíåííÿ) òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðàòîê (N,min) òà

(N,max). Ïîáóäîâàíî ïðèêëàäè H-çàìêåíèõ àëå íå àáñîëþòíî H-çàìêíå-

íèõ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðàòîê. Áiëüøå òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî

êàðäèíàëà λ ïîáóäîâàíî H-çàìêíåíó òîïîëîãi÷íó íàïiâãðàòêó, ÿêà äîïó-

ñêà¹ 2λ íåïåðåðâíèõ âiäêðèòî-çàìêíåíèõ ãîìîìîðôíèõ îáðàçiâ, ÿêi íå ¹ H-

çàìêíåíèìè òîïîëîãi÷íèìè íàïiâãðàòêàìè. Âèùå çãàäàíi ïðèêëàäè äàþòü

íåãàòèâíó âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ 17 çi ñòàòòi [120].

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ñòàòòi [22].
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ÐÎÇÄIË 2

λ-ÏÎËIÖÈÊËI×ÍÈÉ ÌÎÍÎ�Ä Pλ

Ó öüîìó ðîçäiëi âèâ÷àòèìóòüñÿ àëãåáðà¨÷íi òà òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi

λ-ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà Pλ.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ó âèïàêäêó λ = 1 íàïiâãðóïà P1 içîìîðôíà áiöèêëi÷-

íié íàïiâãðóïi ç ïðè¹äíàíèì íóëåì. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

n > 1 ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pn ¹ êîíãðóåíö-ïðîñòîþ, êîìáiíàòîðíîþ, 0-

áiïðîñòîþ, 0-E-óíiòàðíîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ (äèâ. [99, ðîçäië 9.3]).

Â ñòàòòi [53] ïîêàçàíî, ùî áiöèêëi÷íà íàïiâãðóïà äîïóñêà¹ ëèøå äèñêðå-

òíó íàïiâãðóïîâó òîïîëîãiþ. Â ñòàòòi [40] öåé ðåçóëüòàò áóëî ïîøèðåíî íà

âèïàäîê íàïiâòîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï. Ñòàáiëüíi òà Γ-êîìïàêòíi òîïîëîãi-

÷íi íàïiâãðóïè íå ìiñòÿòü áiöèêëi÷íó íàïiâãðóïó [13,77]. Ïðîáëåìà âêëàäåí-

íÿ áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè â áëèçüêi äî êîìïàêòíèõ òîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè

äîñëiäæóâàëàñü â [17,18,71].

Â ñòàòòi [53] áóëî ïîêàçàíî, ùî ÿêùî áiöèêëi÷íà íàïiâãðóïà C(p, q) ¹
ùiëüíîþ ïiäíàïiâãðóïîþ òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè S òà I = S \ C(p, q) ̸= ∅,

òî I ¹ çàìêíåíèì äâîái÷íèì iäåàëîì â S. Òàêîæ â ðîáîòi [53] îïèñàíî çàìè-

êàííÿ áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà C(p, q) â ëîêàëüíî êîìïàêòíié òîïîëîãi÷íié ií-
âåðñíié íàïiâãðóïi. Çàìèêàííÿ áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà â çëi÷åííî êîìïàêòíèõ

i ïñåâäîêîìïàêòíèõ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóïàõ äîñëiäæóâàëîñü â [18].

Äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò ó ãàóñäîðôîâié íàïiâòîïîëîãi÷íié íàïiâ-

ãðóïi λ×λ-ìàòðè÷íèõ îäèíèöü Bλ ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ [67]. Â [67] áóëî äî-

âåäåíî, ùî íà Bλ iñíó¹ ¹äèíà ãàóñäîðôîâà ñëàáêî êîìïàêòíà òîïîëîãiÿ τA,

ùî ïåðåòâîðþ¹ Bλ â íàïiâòîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó i, áiëüøå òîãî, (Bλ, τA) ¹

êîìïàêòíèì òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì. Çàìèêàíííÿ íåñêií÷åííî¨ íàïiâãðóïè

λ×λ-ìàòðè÷íèõ îäèíèöü â íàïiâòîïîëîãi÷íèõ i òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóïàõ
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òà ¨¨ âêëàäåííÿ â áëèçüêi äî êîìïàêòíèõ òîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè äîñëiäæó-

âàëèñü â [61,67,68].

Â ñòàòòi [102] âèâ÷àëèñü òîïîëîãiçàöi¨ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï íàä îði¹í-

òîâàíèìè ãðàôàìè i áóëî äîâåäåíî, ùî ÿêùî G(E) � ãàóñäîðôîâà iíâåðñ-

íà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà íàä îði¹íòîâàíèì ãðàôîì E, òî G(E) \ {0} ¹

äèñêðåòíèì ïðîñòîðîì. Òàêîæ â ñòàòòi [102] ïîêàçàíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî

ñêií÷åííîãî îði¹íòîâàíîãî ãðàôó E ¹äèíà ãàóñäîðôîâà ëîêàëüíî êîìïà-

êòíà íàïiâãðóïîâà òîïîëîãiÿ íà G(E) � äèñêðåòíà.
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2.1. Àëãåáðà¨÷íi âëàñòèâîñòi λ-ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà

Äëÿ äîâiëüíîãî íå íóëüîâîãî êàðäèíàëó λ, λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ

¹ íàïiâãðóïîþ ç íóëåì âèçíà÷åíîþ íàñòóïíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

Pλ =
⟨
{pi}i∈λ, {p−1

i }i∈λ | pip−1
i = 1, pip

−1
j = 0 äëÿ i ̸= j

⟩
.

Ïîáóäó¹ìî çîáðàæåííÿ ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà Pλ çà äîïîìîãîþ ÷àñò-

êîâèõ ái¹êöié âiëüíîãî ìîíî¨äà Mλ íàä êàðäèíàëîì λ. Íåõàé A = {xi}i∈λ�
äîâiëüíà ìíîæèíà ïîòóæíîñòi λ. Âiëüíèé ìîíî¨ä MA íàä ìíîæèíîþ A ìè

ìîæåì îòîòîæíèòè ç âiëüíèì ìîíî¨äîìMλ. Äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ λ îçíà÷èìî

÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ α : Mλ → Mλ çà ôîðìóëîþ (u)αi = xiu. Ëåãêî áà-

÷èòè, ùî Mλ i xiMλ ¹ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ é îáëàñòþ çíà÷åíü, âiäïîâiäíî,

÷àñòêîâîãî âiäîáðàæåííÿ αi. Äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ λ ðîçãëÿäàòèìåìî ÷àñòêî-

âå âiäîáðàæåííÿ αi ÿê åëåìåíò ñèìåòðè÷íîãî iíâåðñíîãî ìîíî¨äà I(Mλ)

íàä ìíîæèíîþ Mλ. ×åðåç Iλ ïîçíà÷àòèìåìî iíâåðñíèé ïiäìîíî¨ä â I(Mλ)

ïîðîäæåíèé ìíîæèíîþ {αi : i ∈ λ}. Çàóâàæèìî, ùî αiα
−1
i ¹ òîòîæíiì âiä-

îáðàæåííÿì íà ìíîæèíi Mλ i, ÿêùî i ̸= j, òî αiα
−1
j ¹ ïîðîæíiì ÷àñòêîâèì

âiäîáðàæåííÿì, äëÿ âñiõ i, j ∈ λ. Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ h : Pλ → Iλ íà-
ñòóïíèì ÷èíîì:

(pi)h = αi i (p−1
i )h = α−1

i , i ∈ λ.

Ç íàñëiäêó 15 âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ h : Pλ → Iλ ¹ içîìîðôiçìîì.

Îòîòîæíèìî íàïiâãðàòêó iäåìïîòåíòiâ Iλ ç âiëüíèì ìîíî¨äîì M0
λ ç ïðè¹ä-

íàíèì íóëåì, íà ÿêîìó çàäàíèé íàñòóïíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê:

u 6 v òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè v ¹ ïðåôiêñîì u

i 0 6 u, äëÿ âñiõ u, v ∈ M0
λ.

(2.1)
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Öåé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê ïîðîäæó¹ íàñòóïíó íàïiâãðàòêîâó îïåðàöiþ íàM0
λ:

u ∗ v = v ∗ u =

 u, ÿêùî v ¹ ïðåôiêñîì u;

0, â iíøîìó âèïàäêó,

i 0 ∗ u = u ∗ 0 = 0 ∗ 0 = 0 äëÿ äîâiëüíèõ ñëiâ u, v ∈ M0
λ.

Îòæå ìè äîâåëè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 2.1.1. Äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëó λ > 1 íàïiâãðóïà Pλ

içîìîðôíà iíâåðñíié íàïiâãðóïi Iλ òà íàïiâãðàòêà iäåìïîòåíòiâ E(Pλ)

içîìîðôíà íàïiâãðàòöi (M0
λ, ∗).

Íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî é i1, . . . , in ∈ λ. Ïîêëàäåìî

Pλ
n ⟨i1, . . . , in⟩ =

⟨
pi1, . . . , pin, p

−1
i1
, . . . , p−1

in
| pikp−1

ik
= 1, pikp

−1
il

= 0 for ik ̸= il
⟩
.

Äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ ëåìè ¹ òðèâiëüíèì.

Ëåìà 2.1.2. Íåõàé λ � íåñêií÷åííèé êàðäèíàë i n � äîâiëüíå íàòóðàëü-

íå ÷èñëî. Òîäi Pλ
n ⟨i1, . . . , in⟩ � ïiäìîíî¨ä ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà Pλ, ÿêèé

içîìîðôíèé ìîíî¨äó Pn äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ i1, . . . , in ∈ λ.

Ç òîãî, ùî êîæåí íåíóëüîâèé åëåìåíò x ∈ Iλ çîáðàæà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

êîìïîçèöi¨ ñêií÷åíî¨ êiëüêîñòi âiäîáðàæåíü αi é α−1
j , äå i, j ∈ λ, âèïëèâà¹

íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 2.1.3. ßêùî λ � íåñêií÷åííèé êàðäèíàë, òî äëÿ äîâiëüíèõ åëå-

ìåíòiâ x1, . . . , xk ∈ Pλ iñíóþòü òàêi i1, . . . , in ∈ λ, ùî xm ∈ Pλ
n ⟨i1, . . . , in⟩,

äëÿ âñiõ m 6 k.

Òåîðåìà 2.1.4. Äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëó λ, λ-ïîëiöèê-

ëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ ¹ êîíãðóåíö-ïðîñòîþ, êîìáiíàòîðíîþ, 0-áiïðîñòîþ, 0-

E-óíiòàðíîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 2.1.1 íàïiâãðóïà Pλ ¹ iíâåðñíîþ.

Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî íàïiâãðóïà Pλ ¹ 0-áiïðîñòîþ. Çà òâåðäæåí-

íÿì 10, äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ íåíóëüîâèõ iäåìïîòåíòiâ
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e, f ∈ Pλ iñíó¹ åëåìåíò x ∈ Pλ òàêèé, ùî xx−1 = e i x−1x = f . Çàôiê-

ñó¹ìî äâà äîâiëüíi íåíóëüîâi iäåìïîòåíòè e, f ∈ Pλ. Ç ëåìè 2.1.3 âèïëè-

âà¹, ùî iñíóþòü òàêi i1, . . . , in ∈ λ, ùî e, f ∈ Pλ
n ⟨i1, . . . , in⟩. Òîäi ç ëå-

ìè 2.1.2, òåîðåìè 13 i òâåðäæåííÿ 10 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò

x ∈ Pλ
n ⟨i1, . . . , in⟩ ⊂ Pλ, ùî xx−1 = e i x−1x = f . Îòæå íàïiâãðóïà Pλ ¹

0-áiïðîñòîþ.

Ç âèùå ïîáóäîâàíîãî çîáðàæåííÿ Pλ çà äîïîìîãîþ ÷àñòêîâèõ ái¹êöié íà

âiëüíîìó ìîíî¨äi Mλ âèïëèâà¹, ùî H -êëàñ â Pλ, ÿêèé ìiñòèòü îäèíèöþ

¹ îäíîåëåìåíòíèì. Ç òîãî, ùî λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ ¹ 0-áiïðîñòîþ

íàïiâãðóïîþ òà ç òåîðåìè 9 âèïëèâà¹, ùî êîæåí H -êëàñ â Pλ ¹ îäíî-

åëåìåíòíèì. Îòæå, Pλ ¹ êîìáiíàòîðíîþ íàïiâãðóïîþ.

Ïðèïóñòèìî λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ íå ¹ 0-E-óíiòàðíîþ íàïiâãðó-

ïîþ. Òîäi iñíó¹ åëåìåíò x ∈ Pλ, ÿêèé íå ¹ iäåìïîòåíòîì, òà íåíóëüîâi iäåì-

ïîòåíòè e, f ∈ Pλ òàêi, ùî xe = f . Çà ëåìîþ 2.1.3 iñíóþòü òàêi åëåìåíòè

i1, . . . , in ∈ λ, ùî x, e, f ∈ Pλ
n ⟨i1, . . . , in⟩. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî Pλ

n ⟨i1, . . . , in⟩
íå ¹ 0-E-óíiòàðíîþ íàïiâãðóïîþ, à öå ñóïåðå÷èòü ëåìi 2.1.2 òà òåîðåìi 13.

Îòæå, Pλ ¹ 0-E-óíiòàðíîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ êîíãðóåíöiÿ C íà λ-ïîëiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äi Pλ,

ùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä îäèíè÷íî¨ òà óíiâåðñàëüíî¨ êîíãðóåíöié. Òîäi iñíóþòü

ðiçíi x, y ∈ Pλ òàêi, ùî xCy. Çà ëåìîþ 2.1.3 iñíóþòü òàêi i1, . . . , in ∈ λ,

ùî x, y ∈ Pλ
λ ⟨i1, . . . , in⟩. Ç ëåìè 2.1.2 i òåîðåìè 13 âèïëèâà¹, ùî Pn ¹

êîíãðóåíö-ïðîñòîþ íàïiâãðóïîþ. Ç òîãî ùî xCy â Pλ
n ⟨i1, . . . , in⟩ âèïëèâà¹,

ùî íóëü i îäèíèöÿ ¹ C- åêâiâàëåíòíi â Pλ, à òîìó âñi åëåìåíòè â Pλ ¹ C-

åêâiâàëåíòíèìè. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî C ¹ óíiâåðñàëüíîþ êîíãóåíöi¹þ íà Pλ,

ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Îòæå λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ ¹ êîíãðóåíö-

ïðîñòîþ íàïiâãðóïîþ.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé êàðäèíàë λ > 2 òà äâà ðiçíi åëåìåíòè a, b ∈ λ.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó A = {bia : i = 0, 1, 2, 3, . . .} âiëüíîãî ìîíî¨äà Mλ.
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Ç ôîðìóëè (2.1) âèïëèâà¹, ùî äîâiëüíi äâà ðiçíi åëåìåíòè ìíîæèíè A ¹

íåïîðiâíÿëüíèìè â (M0
λ,6). Íåõàé B(bia) � ïiäíàïiâãðóïà â Iλ ïîðîäæåíà

ïiäìíîæèíîþ{
α ∈ Iλ : domα = biaMλ i ranα = bjaMλ äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ ω

}
.

Ç òîãî, ùî äâà ðiçíèõ åëåìåíòà ìíîæèíè A ¹ íåïîðiâíÿëüíìè â ÷àñòêîâî

âïîðÿäêîâàíié ìíîæèíi (M0
λ,6) òà ç íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â Iλ âèïëèâà¹,

ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

(i) αβ ¹ íåíóëüîâì åëåìåíòîì íàïiâãðóïè Iλ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

ranα = dom β;

(ii) αβ = 0 â Iλ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ranα ̸= dom β;

(iii) ÿêùî αβ ̸= 0 â Iλ, òî dom(αβ) = domα òà ran(αβ) = ran β;

(iv) B(bia) ¹ iíâåðñíîþ ïiäíàïiâãðóïîþ â Iλ,
äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ B(bia).

ßêùî îòîòîæíèòè êàðäèíàë ω ç ìíîæèíîþ âñiõ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷è-

ñåë, òî âiäîáðàæåííÿ h : B(bia) → Bω âèçíà÷åíå íàñòóïíèì ÷èíîì:

(a) (α)h = (i, j), ÿêùî domα = biaMλ i ranα = bjaMλ, äëÿ äîâiëüíèõ

i, j ∈ N ∪ {0};
(b) (0)h = 0,

¹ íàïiâãðóïîâèì içîìîðôiçìîì.

Îòæå ìè äîâåëè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 2.1.5. Äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëó λ > 2, λ-ïîëiöèêëi÷íèé

ìîíî¨ä Pλ ìiñòèòü içîìîðôíó êîïiþ íàïiâãðóïè ω×ω-ìàòðè÷íèõ îäè-

íèöü Bω.

Òâåðäæåííÿ 2.1.6. Äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî êàðäèíàëó λ òà äëÿ

äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ α, β ∈ Pλ \ {0} ìíîæèíè

{χ ∈ Pλ : α · χ = β} i {χ ∈ Pλ : χ · α = β}

¹ ñêií÷åííèìè â Pλ.
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Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà {χ ∈ Pλ : α · χ = β} ¹ ñêií÷åííîþ.
Â iíøîìó âèïàäêó äîâåäåííÿ ¹ àíàëîãi÷íèì.

Î÷åâèäíî, ùî

{χ ∈ Pλ : α · χ = β} ⊆
{
χ ∈ Pλ : α

−1 · α · χ = α−1 · β
}
.

Òîäi ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïè Iλ âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òàêi ñëîâà u, v ∈ Mλ,

ùî ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ α−1·β, âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ (ux)(α−1·β) = vx

äëÿ âñiõ x ∈ Mλ, âiäîáðàæà¹ ìíîæèíó uMλ íà vMλ. Ç òîãî, ùî α−1 · α ¹

òîòîæíiì ÷àñòêîâèì âiäîáðàæåííÿì âèïëèâà¹, ùî ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ

α−1 · β ¹ çâóæåííÿì ÷àñòêîâîãî âiäîáðàæåííÿ χ íà ìíîæèíó dom(α−1 · α).
Îòæå, çà îçíà÷åííÿì íàïiâãðóïè Iλ iñíóþòü, òàêi ñëîâà u1, v1 ∈ Mλ ùî u1

¹ ïðåôiêñîì ñëîâà u, v1 ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà v òà χ ¹ âiäîáðàæåííÿì ç u1Mλ

íà v1Mλ, âèçíà÷åíèì çà ôîðìóëîþ (u1x)(α
−1 · β) = v1x äëÿ äîâiëüíèõ

x ∈ Mλ. Ç òîãî, ùî êîæíå ñëîâî â Mλ ìà¹ ñêií÷åííó êiëüêiñòü ïðåôiêñiâ

âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà{
χ ∈ Pλ : α

−1 · α · χ = α−1 · β
}

¹ ñêií÷åííîþ, à òîìó ñêií÷åííîþ ¹ ìíîæèíà {χ ∈ Pλ : α · χ = β}.

Íàñòóïíà ëåìà îïèñó¹ R-êëàñ îäèíèöi â íàïiâãðóïi Pλ.

Ëåìà 2.1.7. Íåõàé λ � äîâiëüíèé êàðäèíàë > 2. Òîäi åëåìåíò x λ-

ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà Pλ ¹ R-åêâiâàëåíòíèì îäèíèöi â Pλ òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè x = pi1 . . . pin äëÿ äåÿêèõ ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ pi1, . . . , pin ∈
{pi}i∈λ.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ç îçíà÷åííÿ R-åêâiâàëåíòíîñòi âèïëèâà¹,

ùî xR1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè xx−1 = 1 (äèâ. [99, ðîçäië 3.2]).

(⇒) Ïðèïóñòèìî, ùî åëåìåíò x ∈ Pλ ìà¹ âèãëÿä x = pi1 . . . pin, äëÿ

äåÿêèõ ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ pi1, . . . , pin ∈ {pi}i∈λ. Òîäi ç îçíà÷åííÿ λ-
ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äó Pλ âèïëèâà¹, ùî

xx−1 = (pi1 . . . pin) (pi1 . . . pin)
−1 = pi1 . . . pinp

−1
in
. . . p−1

i1
= 1,
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i òîìó xR1.

(⇐) Ïðèïóñòèìî, ùî åëåìåíò x ∈ Pλ ¹ R-åêâiâàëåíòíèì îäèíèöi â Pλ.

Òîäi ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïè Pλ âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêà ñêií÷åííà ìíîæèíà

{pi1, . . . , pin} ⊂ {pi}i∈λ, ùî x ∈ Pλ
n ⟨i1, . . . , in⟩, äå

Pλ
n ⟨i1, . . . , in⟩ =

=
⟨
pi1, . . . , pin, p

−1
i1
, . . . , p−1

in
: pikp

−1
ik

= 1, pikp
−1
il

= 0 äëÿ ik ̸= il
⟩
.

Ç íàñëiäêó 15 âèïëèâà¹, ùî åëåìåíò x ìà¹ âèãëÿä u−1v, äå u òà v ¹ ñëî-

âàìè âiëüíîãî ìîíî¨äà M{pi1 ,...,pin} íàä ìíîæèíîþ {pi1, . . . , pin}. Äàëi ìè
ïîêàæåìî, ùî u � ïîðîæí¹ ñëîâî. Ïðèïóñòèìî, ùî u = a1 . . . ak i v =

b1 . . . bl, äëÿ äåÿêèõ a1, . . . , ak, b1, . . . , bl ∈ {pi1, . . . , pin}. Òîäi ç îçíà÷åííÿ

λ-ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà Pλ âèïëèâà¹, ùî

xx−1 =
(
u−1v

) (
u−1v

)−1
= u−1vv−1u =

= (a1 . . . ak)
−1 (b1 . . . bl) (b1 . . . bl)

−1 (a1 . . . ak) =

= a−1
k . . . a−1

1 b1 . . . blb
−1
l . . . b−1

1 a1 . . . ak =

= a−1
k . . . a−1

1 1a1 . . . ak =

= a−1
k . . . a−1

1 a1 . . . ak ̸= 1,

ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹, ùî x =

pi1 . . . pin äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ pi1, . . . , pin ìíîæèíè {pi}i∈λ.



64

2.2. Íàïiâãðóïîâi òîïîëîãiçàöi¨ λ-ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà Pλ

Òâåðäæåííÿ 2.2.1. Íåõàé λ � äîâiëüíèé êàðäèíàë > 2 i τ � äîâiëü-

íà ãàóñäîðôîâà òîïîëîãiÿ íà Pλ, ùî ïåðåòâîðþ¹ Pλ â íàïiâòîïîëîãi÷íó

íàïiâãðóïó. Òîäi êîæåí íåíóëüîâèé åëåìåíò x ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ â

(Pλ, τ).

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ ¹ 0-áiïðîñòîþ

íàïiâãðóïîþ, à îòæå ¹ 0-ïðîñòîþ íàïiâãðóïîþ. Òîäi ç íåïåðåðâíîñòi ëiâèõ

òà ïðàâèõ çñóâiâ â (Pλ, τ) òà ç òâåðäæåííÿ 2.1.6 âèïëèâà¹, ùî äîñòàòíüî

ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ íåíóëüîâèé åëåìåíò x â Pλ, ÿêèé ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ

â (Pλ, τ).

Ïðèïóñòèìî, ùî îäèíèöÿ λ-ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà Pλ ¹ íåiçîëüîâàíîþ

òî÷êîþ â (Pλ, τ). Òîäi êîæåí âiäêðèòèé îêië U(1) îäèíèöi ìîíî¨äà Pλ ¹

íåñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ñëîâî x âiëüíîãî ìîíî¨äà Mλ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç

îäíi¹¨ ëiòåðè. Íåõàé ε � iäåìïîòåíò λ-ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà Pλ, ÿêèé âiä-

ïîâiäà¹ òîòîæíüîìó âiäîáðàæåííþ ìíîæèíè xMλ. Ç òîãî, ùî ëiâi òà ïðàâi

çñóâè íà åëåìåíò ε ¹ ðåòðàêöiÿìè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (Pλ, τ) òà ç ãàóñ-

äîðôîâîñòi ïðîñòîðó (Pλ, τ) âèïëèâà¹, ùî εPλ i Pλε ¹ çàìêíåíèìè ïiäìíî-

æèíàìè â (Pλ, τ). Òîäi ìíîæèíà εPλ ∪ Pλε òàêîæ ¹ çàìêíåíîþ â (Pλ, τ).

Îñêiëüêè (Pλ, τ) � ãàóñäîðôîâà íàïiâòîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà, òî äëÿ äî-

âiëüíîãî âiäêðèòîãî îêîëó U(ε) ̸∋ 0 òî÷êè ε â (Pλ, τ) iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé

îêië U(1) îäèíèöi â (Pλ, τ), ùî

U(1) ⊆ Pλ \ (εPλ ∪ Pλε), ε · U(1) ⊆ U(ε) i U(1) · ε ⊆ U(ε).

Çàóâàæèìî, ùî iäåìïîòåíò ε ¹ ìàêñèìàëüíèì â E(Pλ)\{1}. Òîìó äîâiëüíèé
iäåìïîòåíò ι ∈ Pλ \ (εPλ ∪ Pλε) ¹ íåïîðiâíÿëüíèé ç ε. Ç òîãî, ùî ìíîæèíà

U(1) ¹ íåñêií÷åííîþ âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò α ∈ U(1), ùî àáî

α ·α−1, àáî α−1 ·α ¹ íåïîðiâíÿëüíèì ç ε iäåìïîòåíòîì. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
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àáî

ε · α = ε · (α · α−1 · α) = (ε · α · α−1) · α = 0 · α = 0 ∈ U(ε),

àáî

α · ε = (α · α−1 · α) · ε = α · (α−1 · α · ε) = α · 0 = 0 ∈ U(ε).

Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹, ùî îäèíèöÿ 1 ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ â

òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Pλ, τ), ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ.

Â ñòàòòi [102] áóëî äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n

êîæíà ãàóñäîðôîâà ëîêàëüíî êîìïàêòíà íàïiâãðóïîâà òîïîëîãiÿ τ íà Pn ¹

äèñêðåòíîþ. Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ óçàãàëüíþ¹ öåé ðåçóëüòàò íà äîâiëüíèé

íåñêií÷åííèé êàðäèíàë λ.

Òâåðäæåííÿ 2.2.2. Íåõàé λ � íåñêií÷åííèé êàðäèíàë. Òîäi äîâiëüíà

ãàóñäîðôîâà íàïiâãðóïîâà ëîêàëüíî êîìïàêòíà òîïîëîãiÿ íà Pλ ¹ äèñêðå-

òíîþ.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: iñíó¹ ãàóñäîðôîâà íåäèñêðåòíà

ëîêàëüíî êîìïàêòíà íàïiâãðóïîâà òîïîëîãiÿ τ íà Pλ. Çà òâåðäæåííÿì 2.2.1

ìà¹ìî, ùî êîæåí íåíóëüîâèé åëåìåíò â Pλ ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ â òîïîëîãi-

÷íîìó ïðîñòîði (Pλ, τ). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ âiäêðèòèõ

êîìïàêòíèõ îêîëiâ U(0) i V (0) íóëÿ â (Pλ, τ) ìíîæèíà U(0) \ V (0) ¹ ñêií-

÷åííîþ. Îòæå 0 ¹ òî÷êîþ íàêîïè÷åííÿ äîâiëüíî¨ íåñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè

ñâîãî äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî êîìïàêòíîãî îêîëó U(0) â (Pλ, τ).

×åðåç R1 ïîçíà÷èìî R-êëàñ íàïiâãðóïè Pλ, ùî ìiñòèòü îäèíèöþ 1 λ-

ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà Pλ. Òîäi âèêîíó¹òüñÿ ëèøå îäèí ç âèïàäêiâ:

(1) iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé êîìïàêòíèé îêië U(0) òî÷êè 0 â (Pλ, τ), ùî

U(0) ∩R1 = ∅;

(2) ìíîæèíà U(0)∩R1 ¹ íåñêií÷åííîþ äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî êîì-

ïàêòíîãî îêîëó U(0) òî÷êè 0 â (Pλ, τ).

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ âèïàäîê (1). Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ R1 ïî-
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êëàäåìî

R[x] =
{
a ∈ R1 : x

−1a ∈ U(0)
}
.

Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà R[x] ¹ ñêií÷åííîþ äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ R1. Ïðèïó-

ñòèìî ïðîòèëåæíå: iñíó¹ åëåìåíò x ∈ R1, òàêèé ùî R[x] ¹ íåñêií÷åííîþ

ìíîæèíîþ. Òîäi ç ëåìè 2.1.7 âèïëèâà¹, ùî x−1a ¹ íåíóëüîâèì åëåìåíòîì â

Pλ äëÿ âñiõ a ∈ R[x], i òîìó çà òâåðäæåííÿì 2.1.6 ìà¹ìî, ùî

B =
{
x−1a : a ∈ R[x]

}
¹ íåñêií÷åííîþ ïiäìíîæèíîþ âiäêðèòîãî êîìïàêòíîãî îêîëà U(0) òî÷êè 0.

Ç âèùå íàâåäåíèõ àðãóìåíòiâ âèïëèâà¹, ùî 0 ∈ clPλ
(B). Ç íåïåðåðâíîñòi

íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â (Pλ, τ) îòðèìó¹ìî, ùî

0 = x · 0 ∈ x · clPλ
(B) ⊆ clPλ

(x ·B).

Ç ëåìè 2.1.7 âèïëèâà¹, ùî xx−1 = 1 äëÿ âñiõ x ∈ R1 i òîìó ìà¹ìî, ùî

x ·B =
{
xx−1a : a ∈ R[x]

}
= {a : a ∈ R[x]} = R[x] ⊆ R1.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîæåí âiäêðèòèé îêië U(0) òî÷êè 0 â (Pλ, τ) ìiñòèòü

íåñêií÷åííó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ç ìíîæèíè R1, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåí-

íþ.

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ âèïàäîê (2). Òîäi ìíîæèíà {0} ¹ êîìïàêò-
íèì ìiíiìàëüíèì iäåàëîì â (Pλ, τ). Ç ëåìè 34 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî

âiäêðèòîãî îêîëó W (0) òî÷êè 0 â (Pλ, τ) iñíó¹ âiäêðèòèé îêië O(0) òî÷êè

0 â (Pλ, τ) òàêèé, ùî O(0) ⊆ W (0) i O(0) ¹ iäåàëîì â clPλ
(O(0)), òîáòî,

O(0) · clPλ
(O(0)) ∪ clPλ

(O(0)) ·O(0) ⊆ O(0).

Çà òâåðäæåííÿì 2.2.1 âñi íåíóëüîâi åëåìåíòè â Pλ ¹ içîëüîâàíèìè òî÷êàìè

â (Pλ, τ) i òîìó ìà¹ìî, ùî clPλ
(O(0)) = O(0). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî O(0)

¹ âiäêðèòî-çàìêíåíîþ ïiäíàïiâãðóïîþ íàïiâãðóïè (Pλ, τ). Îòæå òîïîëîãi÷-

íèé λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä (Pλ, τ) ìà¹ áàçó B(0) â òî÷öi 0, ÿêà ñêëàäà-

¹òüñÿ ç âiäêðèòèõ êîìïàêòíèõ ïiäíàïiâãðóï â (Pλ, τ). Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó
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êîìïàêòíó íàïiâãðóïó S ∈ B(0). Çãiäíî íàøîãî ïðèïóùåííÿ iñíó¹ åëåìåíò

x ∈ S ∩ R1. Ç òîãî, ùî x ∈ R1 òà ç ëåìè 2.1.7 âèïëèâà¹, ùî xx−1 = 1.

Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî x−1x ̸= 1, îñêiëüêè S ¹

âëàñíîþ ïiäíàïiâãðóïîþ â Pλ. Ïîêëàäåìî B(x) =
⟨
x, x−1

⟩
. Ç ëåìè 11 âè-

ïëèâà¹, ùî íàïiâãðóïà B(x) içîìîðôíà áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi. Çàóâàæèìî,

ùî çà òâåðäæåííÿì 2.2.1 âñi íåíóëüîâi åëåìåíòè Pλ ¹ içîëüîâàíèìè òî÷êàìè

â (Pλ, τ). Òîäi ëåãêî áà÷èòè, ùî B0(x) = B(x) ⊔ {0} ¹ çàìêíåíîþ ïiäíàïiâ-

ãðóïîþ êîìïàêòíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè S, ÿêà içîìîðôíà áiöèêëi÷íié

íàïiâãðóïi ç ïðè¹äíàíèì íóëåì, ùî ñóïåðå÷èòü íàñëiäêó 33. Îòæå âèïàäîê

(2) íå âèêîíó¹òüñÿ.

Ç îòðèìàíèõ ïðîòèði÷ âèïëèâà¹, ùî íå iñíó¹ ãàóñäîðôîâî¨ íåäèñêðåòíî¨

ëîêàëüíî êîìïàêòíî¨ íàïiâãðóïîâî¨ òîïîëîãi¨ íà λ-ïîëiöèêëi÷íîìó ìîíî-

¨äi Pλ.

Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî òâåðäæåííÿ 2.2.2 íå óçàãàëüíþ¹òüñÿ

íà âèïàäîê, êîëè (Pλ, τ) ¹ íàïiâòîïîëîãi÷íîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ ç íå-

ïåðåðâíîþ iíâåðñi¹þ. Áiëüøå òîãî, iñíó¹ êîìïàêòíà ãàóñäîðôîâà òîïîëîãiÿ

τA-c íà Pλ òàêà, ùî (Pλ, τA-c) ¹ íàïiâòîïîëîãi÷íîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ ç

íåïåðåðâíîþ iíâåðñi¹þ.

Ïðèêëàä 2.2.3. Íåõàé λ � äîâiëüíèé îðäèíàë > 2. ×åðåç τA-c ïîçíà-

÷èìî òîïîëîãiþ îäíàòî÷êîâî¨ êîìïàêòèôiêàöi¨ Àë¹êñàíäðîâà äèñêðåòíîãî

ïðîñòîðó Pλ \ {0}, ç íàðîñòîì {0}, äå 0 � íóëü λ-ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà

Pλ. Ç òîãî, ùî Pλ \ {0} ¹ äèñêðåòíèì âiäêðèòèì ïiäïðîñòîðîì â (Pλ, τA-c)

âèïëèâà¹, ùî íàì äîñòàòíüî äîâåñòè íàðiçíó íåïåðåðâíiñòü íàïiâãðóïîâî¨

îïåðàöi¨ â (Pλ, τA-c) ëèøå ó íàñòóïíèõ äâîõ âèïàäêàõ:

x · 0 i 0 · x,

äå x ¹ äîâiëüíèì íåíóëüîâèì åëåìåíòîì íàïiâãðóïè Pλ. Çàôiêñó¹ìî âiä-

êðèòèé îêië UA(0) íóëÿ â (Pλ, τA-c) òàêèé, ùî A = Pλ \UA(0) ¹ ñêií÷åííîþ
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ïiäìíîæèíîþ â Pλ. Çà òâåðäæåííÿì 2.1.6 ìà¹ìî, ùî

RA
x = {a ∈ Pλ : x · a ∈ A} i LA

x = {a ∈ Pλ : a · x ∈ A}

¹ ñêií÷åííèìè, àëå íå îáîâ'ÿçêîâî íåïîðîæíiìè ïiäìíîæèíàìè â Pλ. Ïî-

êëàäåìî

URA
x
(0) = Pλ \RA

x , ULA
x
(0) = Pλ \LA

x i UA−1 = Pλ \ {a : a−1 ∈ A}.

Òîäi îòðèìó¹ìî, ùî

x · URA
x
(0) ⊆ UA(0), ULA

x
(0) · x ⊆ UA(0) i (UA−1)−1 ⊆ UA(0).

Îòæå (Pλ, τA-c) ¹ íàïiâòîïîëîãi÷íîþ íàïiâãðóïîþ ç íåïåðåðâíîþ iíâåðñi¹þ.

Òâåðäæåííÿ 2.2.4. Íåõàé λ � äîâiëüíèé êàðäèíàë > 2 i τ � ãàóñäîðôî-

âà òîïîëîãiÿ íà Pλ òàêà, ùî (Pλ, τ) � íàïiâòîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà. Òîäi

íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(i) τ = τA-c;

(ii) (Pλ, τ) ¹ êîìïàêòíîþ íàïiâòîïîëîãi÷íîþ íàïiâãðóïîþ;

(iii) (Pλ, τ) ¹ ñëàáêî êîìïàêòíîþ íàïiâòîïîëîãi÷íîþ íàïiâãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöi¨ (i) ⇒ (ii) òà (ii) ⇒ (iii) ¹ òðèâiàëüíèìè, à iìïëi-

êàöiÿ (ii) ⇒ (i) âèïëèâà¹, ç òâåðäæåííÿ 2.2.1.

(iii) ⇒ (ii) Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ãàóñäîðôîâà ñëàáêî êîìïàêòíà, íå-

êîìïàêòíà òîïîëîãiÿ τ íà Pλ, ñòîñîâíî ÿêî¨ (Pλ, τ) ¹ íàïiâòîïîëîãi÷íîþ

íàïiâãðóïîþ. Òîäi iñíó¹ âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {Uα}α∈J òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòî-

ðó (Pλ, τ), ùî íå ìiñòèòü ñêií÷åííîãî ïiäïîêðèòòÿ. Íåõàé Uα0
¹ äîâiëüíèì

åëåìåíòîì ñiì'¨ {Uα}α∈J , ùî ìiñòèòü òî÷êó 0 ∈ Pλ. Òîäi Pλ \ Uα0
= AUα0

¹

íåñêií÷åííîþ ïiäìíîæèíîþ Pλ. Çà òâåðäæåííÿì 2.2.1 ìíîæèíà

{Uα0
} ∪

{
{x} : x ∈ AUα0

}
¹ íåñêií÷åíîþ, ëîêàëüíî ñêií÷åíîþ ñiì'¹þ âiäêðèòèõ ìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî

ïðîñòîðó (Pλ, τ), ùî ñóïåðå÷èòü ñëàáêié êîìïàêòíîñòi ïðîñòîðó (Pλ, τ).
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Çà òâåðäæåííÿì 23, çàìèêàííÿ clS(T ) äîâiëüíî¨ íàïiâãðóïè T â íàïiâòî-

ïîëîãi÷íié íàïiâãðóïi S ¹ ïiäíàïiâãðóïîþ â S. Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ îïèñó¹

ñòóêòóðó íàðîñòó îòðèìàíîãî ïðè çàìèêàííi λ-ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà Pλ

â íàïiâòîïîëîãi÷íié íàïiâãðóïi.

Òâåðäæåííÿ 2.2.5. Íåõàé λ � äîâiëüíèé êàðäèíàë > 2 òà S � ãàóñ-

äîðôîâà íàïiâòîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà, ùî ìiñòèòü Pλ ÿê ùiëüíó ïiäíà-

ïiâãðóïó. Òîäi S \ Pλ ∪ {0} ¹ çàìêíåíèì iäåàëîì â S.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ç òâåðäæåííÿ 23 âèïëèâà¹, ùî íóëü ìîíî¨äà

Pλ ¹ íóëåì â íàïiâòîïîëîãi÷íié íàïiâãðóïi S. Òîìó ó âèïàäêó, êîëè S\Pλ =

∅ òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå.

Ïðèïóñòèìî, ùî S \ Pλ ̸= ∅. Ïîêëàäåìî I = S \ Pλ ∪ {0}. Ç òåîðåìè 21

âèïëèâà¹, ùî I ¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì â S. Ïðèïóñòèìî, ùî I íå ¹ iäå-

àëîì â S. ßêùî I · S * I, òî iñíóþòü òàêi x ∈ I \ {0} òà y ∈ Pλ \ {0}, ùî
x ·y = z ∈ Pλ \{0}. Ç òåîðåìè 21 âèïëèâà¹, ùî y òà z ¹ içîëüîâàíèìè òî÷êà-
ìè â S. Òîäi ç íàðiçíî¨ íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â S âèïëèâà¹,

ùî iñíó¹ âiäêðèòèé îêië U(x) òî÷êè x â S òàêèé, ùî U(x) · {y} = {z}.
Çàóâàæèìî, ùî |U(x) ∩ Pλ| > ω, ùî ñóïåðå÷èòü òâåðäæåííþ 2.1.6. Ç îòðè-

ìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ I · S ⊆ I. Äîâåäåííÿ âêëþ÷åííÿ

S · I ⊆ I ¹ àíàëîãi÷íèì.

Ïîêàæåìî, ùî I · I ⊆ I. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: iñíóþòü òî÷êè x, y ∈
I\{0} òàêi, ùî x·y = z ∈ Pλ\{0}. Ç òåîðåìè 21 âèïëèâà¹, ùî z ¹ içîëüîâàíîþ
òî÷êîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði S. Òîäi ç íàðiçíî¨ íåïåðåðâíîñòi îïåðàöi¨

â S âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé îêië U(x) òî÷êè x â S, ùî U(x) ·
{y} = {z}. Ç òîãî, ùî |U(x) ∩ Pλ| > ω âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò

a ∈ Pλ \ {0}, ùî a · y ∈ a · I * I, ùî ñóïåðå÷èòü ïîïåðåäíié ÷àñòèíi íàøîãî

äîâåäåííÿ.
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2.3. Ïðî âêëàäåííÿ λ-ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà Pλ â áëèçüêi äî

êîìïàêòíèõ òîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè

Çà òåîðåìîþ 37 íàïiâãðóïà ω×ω-ìàòðè÷íèõ îäèíèöü Bω íå âêëàäà¹òüñÿ

â çëi÷åííî êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó. Ç òâåðäæåííÿ 2.1.5 âèïëè-

âà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëó λ > 2, λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ íå

âêëàäà¹òüñÿ â çëi÷åííî êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó.

Çãiäíî òåîðåìè 38 êîæåí íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì ç òîïîëîãi÷íî¨ íà-

ïiâãðóïè ω×ω-ìàòðè÷íèõ îäèíèöü â äîâiëüíó çëi÷åííî êîìïàêòíó òîïîëî-
ãi÷íó íàïiâãðóïó ¹ àíóëþþ÷èì. Ïîçàÿê, çà òåîðåìîþ 2.1.4 íàïiâãðóïà Pλ ¹

êîíãðóåíö-ïðîñòîþ, òî ç òåîðåì 38 i 2.1.4 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê:

Íàñëiäîê 2.3.1. Äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëó λ > 2 äîâiëüíèé íåïåðåðâ-

íèé ãîìîìîðôiçì ç òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè Pλ â äîâiëüíó çëi÷åííî êîì-

ïàêòíó òîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó ¹ àíóëþþ÷èì.

Òâåðäæåííÿ 2.3.2. Äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëó λ > 2 äîâiëüíèé íåïå-

ðåðâíèé ãîìîìîðôiçì ç òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè Pλ â òîïîëîãi÷íó íàïiâ-

ãðóïó S òàêó, ùî S×S ¹ òèõîíiâñüêèì ïñåâäîêîìïàêòíèì òîïîëîãi÷íèì

ïðîñòîðîì ¹ àíóëþþ÷èì i, ÿê íàñëiäîê, S íå ìiñòèòü λ-ïîëiöèêëi÷íîãî

ìîíî¨äà Pλ.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ìè ïîêàæåìî, ùî íàïiâãðóïà S íå ìiñòèòü λ-

ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà Pλ. Ç òåîðåìè 26 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òîïî-

ëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè S, êâàäðàò ÿêî¨ S×S ¹ ïñåâäîêîìïàêòíèì ïðîñòîðîì,

íàïiâãðóïîâà îïåðàöiÿ µ : S × S → S ïðîäîâæó¹òüñÿ äî íåïåðåðâíî¨ íàïiâ-

ãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ βµ : βS × βS → βS, à òîìó S ¹ ïiäíàïiâãðóïîþ òîïîëî-

ãi÷íî¨ íàïiâãðóïè βS. Îòæå, ÿêùî á λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ âêëàäàâñÿ

â S, òî âií ìàâ áè áóòè ïiäíàïiâãðóïîþ êîìïàêòíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðó-

ïè βS, ùî ñóïåðå÷èòü íàñëiäêó 2.3.1. Ïåðøà ÷àñòèíà íàøîãî òâåðäæåííÿ

âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî Pλ ¹ êîíãðóåíö-ïðîñòîþ íàïiâãðóïîþ.

Íàãàäà¹ì (äèâ. [49]), ùî êîìïàêòèôiêàöi¹þ Áîðà òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâ-
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ãðóïè S íàçèâà¹òüñÿ ïàðà (β,B(S)) òàêà, ùî B(S) ¹ êîìïàêòíîþ òîïîëî-

ãi÷íîþ íàïiâãðóïîþ, β : S → B(S) ¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì i, ÿêùî

g : S → T ¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì ç S â êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó

íàïiâãðóïó T , òî iñíó¹ i ¹äèíèé íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì f : B(S) → T

òàêèé, ùî äiàãðàìà

S
β //

g
��

B(S)

f||yy
yy
yy
yy

T
¹ êîìóòàòèâíîþ.

Çà òåîðåìîþ 2.1.4 ìà¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëó

λ, λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ ¹ êîíãðóåíö-ïðîñòîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ.

Òîìó ç íàñëiäêà 2.3.1 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê:

Íàñëiäîê 2.3.3. Äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëó λ > 2 êîìïàêòèôiêàöiÿ

Áîðà òîïîëîãi÷íîãî λ-ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà Pλ ¹ òðèâiàëüíîþ íàïiâãðó-

ïîþ.

Íàñòóïíà òåîðåìà óçàãàëüíþ¹ òåîðåìó 37.

Òåîðåìà 2.3.4. Äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëó λ íàïiâãðó-

ïà λ×λ-ìàòðè÷íèõ îäèíèöü Bλ íå âêëàäà¹òüñÿ ÿê ùiëüíèé ïiäïðîñòið â

ãàóñäîðôîâó ñëàáêî êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: iñíó¹ ñëàáêî êîìïàêòíà òîïîëîãi-

÷íà íàïiâãðóïà S, ùî ìiñòèòü íàïiâãðóïó λ×λ-ìàòðè÷íèõ îäèíèöü Bλ ÿê

ùiëüíó ïiäíàïiâãðóïó.

Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî ïiäíàïiâãðóïà iäåìïîòåíòiâ E(Bλ) íàïiâãðóïè

Bλ ç iíäóêîâàíîþ òîïîëîãi¹þ ç S ¹ êîìïàêòíîþ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå:

E(Bλ) íå ¹ êîìïàêòíèì ïiäïðîñòîðîì òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè S. Òîäi iñíó¹

âiäêðèòèé îêië U(0) íóëÿ 0 â S òàêèé, ùî E(Bλ) \ U(0) ¹ íåñêií÷åíîþ ïiä-

ìíîæèíîþ â E(Bλ). Çàóâàæèìî, ùî çàìèêàííÿ íàïiâãðàòêè â òîïîëîãi÷íié

íàïiâãðóïi ¹ íàïiâãðàòêîþ (äèâ. íàñëiäîê 25). Î÷åâèäíî, ùî êîæåí ìàêñè-

ìàëüíèé ëàíöþã â E(Bλ) ¹ ñêií÷åíèì. Òîäi ç òåîðåìè 31 âèïëèâà¹, ùî íà-
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ïiâãðàòêà E(Bλ) ¹ çàìêíåíîþ ïiäíàïiâãðóïîþ â S. Ç ëåìè 35 âèïëèâà¹, ùî

êîæåí íåíóëüîâèé åëåìåíò íàïiâãðóïè Bλ ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ â S, à òîìó

çà òåîðåìîþ 21 ìà¹ìî, ùî Bλ \ {0} ¹ âiäêðèòèì äèñêðåòíèì ïiäïðîñòîðîì

òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè S. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî E(Bλ) \ U(0) ¹ íåñêií÷åí-
íèì âiäêðèòî-çàìêíåíèì äèñêðåòíèì ïiäïðîñòîðîì â S. À öå ñóïåðå÷èòü

ñëàáêié êîìïàêòíîñòi òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó S.

ßêùî ïiäíàïiâãðóïà iäåìïîòåíòiâ E(Bλ) ¹ êîìïàêòíîþ, òîäi ç òåîðå-

ìè 39 âèïëèâà¹, ùî íàïiâãðóïà λ×λ-ìàòðè÷íèõ îäèíèöü Bλ ¹ çàìêíåíîþ

ïiäíàïiâãðóïîþ â S i ç òîãî, ùî Bλ ¹ ùiëüíîþ â S âèïëèâà¹, ùî Bλ ñïiâïàäà¹

ç òîïîëîãi÷íîþ íàïiâãðóïîþ S, ùî ñóïåðå÷èòü òâåðäæåííþ 36.

Ëåìà 2.3.5. Äîâiëüíèé ãàóñäîðôîâèé ñëàáêî êîìïàêòíèé òîïîëîãi-

÷íèé ïðîñòið ç ùiëüíèì äèñêðåòíèì ïiäïðîñòîðîì ¹ çëi÷åííî ïðàêîì-

ïàêòíèé.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: iñíó¹ òàêèé ãàóñäîðôîâèé ñëàáêî

êîìïàêòíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ç äèñêðåòíèì ùiëüíèì ïiäïðîñòîðîì

D, ùî X íå ¹ çëi÷åííî ïðàêîìïàêòíèì. Òîäi äîâiëüíà ùiëüíà ïiäìíîæèíà

A â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìiñòèòü òàêó íåñêií÷åííó ïiäìíîæèíó BA,

ùî BA íå ìà¹ òî÷êè íàêîïè÷åííÿ â ïðîñòîði X. Îòæå äèñêðåòíèé ùiëüíèé

ïiäïðîñòið D òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ìiñòèòü íåñêií÷åííó ïiäìíîæèíó

BD, ùî íå ìà¹ òî÷êè íàêîïè÷åííÿ â ïðîñòîði X. Òîäi BD ¹ çàìêíåíèì ïiä-

ïðîñòîðîì â X. Ç òåîðåìè 21 âèïëèâà¹, ùî D ¹ âiäêðèòèì ïiäïðîñòîðîì â

X. Îòæå, BD ¹ âiäêðèòî-çàìêíåíèì äèñêðåòíèì íåñêií÷åííèì ïiäïðîñòî-

ðîì â X, ùî ñóïåðå÷èòü ñëàáêié êîìïàêòíîñòi ïðîñòîðó S.

Òåîðåìà 2.3.6. Äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëó λ > 2 íå iñíó¹ ãàóñäîðôîâî¨

ñëàáêî êîìïàêòíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè S, ÿêà ìiñòèòü λ-ïîëiöèê-

ëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ ÿê ùiëüíó ïiäíàïiâãðóïó.

Äîâåäåííÿ. Ç òâåðäæåííÿ 2.2.1 i ëåìè 2.3.5 âèïëèâà¹, ùî äîñòàòíüî ïî-

êàçàòè, ùî íå iñíó¹ ãàóñäîðôîâî¨ çëi÷åííî ïðàêîìïàêòíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ íà-
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ïiâãðóïè, ÿêà ìiñòèòü λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ ÿê ùiëüíó ïiäíàïiâãðóïó.

Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: iñíó¹ ãàóñäîðôîâà çëi÷åííî ïðàêîìïàêòíà òî-

ïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà S, ùî ìiñòèòü λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ ÿê ùiëüíó

ïiäíàïiâãðóïó. Òîäi iñíó¹ ùiëüíèé ïiäïðîñòið A â S òàêèé, ùî êîæíà íå-

ñêií÷åííà ìíîæèíà B ⊆ A ìà¹ òî÷êó íàêîïè÷åííÿ â ïðîñòîði S. Çà òâåð-

äæåííÿì 2.2.1, Pλ \ {0} ¹ äèñêðåòíèì ùiëüíèì ïiäïðîñòîðîì â S i òîìó ç

òåîðåìè 21 âèïëèâà¹, ùî Pλ \{0} ¹ âiäêðèòèì ïiäïðîñòîðîì â S. Çâiäñè âè-

ïëèâà¹, ùî Pλ\{0} ⊆ A. Çà òâåðäæåííÿì 2.1.5, Pλ ìiñòèòü içîìîðôíó êîïiþ

íàïiâãðóïè ω×ω-ìàòðè÷íèõ îäèíèöü Bω. Òîäi çi çëi÷åííî¨ ïðàêîìïàêòíî-

ñòi òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó S âèïëèâà¹, ùî êîæíà íåñêií÷åííà ïiäìíîæèíà

C ìíîæèíè Bω \ {0} ìà¹ òî÷êó íàêîïè÷åííÿ â X. Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî

çàìèêàííÿ clS(Bω) ¹ çëi÷åííî ïðàêîìïàêòíîþ ïiäíàïiâãðóïîþ òîïîëîãi÷íî¨

íàïiâãðóïè S, à öå ñóïåðå÷èòü òåîðåìi 2.3.4.
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2.4. Çàìèêàííÿ λ-ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà Pλ â òîïîëîãi÷íèõ

iíâåðñíèõ íàïiâãðóïàõ

Íåõàé S ¹ òîïîëîãi÷íîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ. Ç òåîðåìè 1 âèïëèâà¹,

ùî Lx = Lx−1x i Rx = Rxx−1 äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ S. Ç òîãî, ùî âiäîáðàæåííÿ

φ : S → E(S) i ψ : S → E(S), âèçíà÷åíi çà ôîðìóëàìè

(x)φ = xx−1 i (x)ψ = x−1x

¹ íåïåðåðâíèìè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíè

Lx = (x−1x)ψ−1 i Rx = (xx−1)φ−1

¹ çàìêíåíèìè â ïðîñòîði S. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ iäåì-

ïîòåíòiâ e òà f â òîïîëîãi÷íié iíâåðñíié íàïiâãðóïi S H -êëàñè:

He = Re ∩ Le i He,f = Re ∩ Lf

òàêîæ ¹ çàìêíåíèìè ïiäìíîæèíàìè â S. Áiëüøå òîãî, âiäíîøåííÿ L , R i

H ¹ çàìêíåíèìè ïiäìíîæèíàìè â äîáóòêó S×S. Ïðîòå âiäíîøåííÿ D i J

âæå ìîæóòü íå áóòè çàìêíåíèìè ïiäìíîæèíàìè â S×S (äèâ. [53, ðîçäië II]).

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ îïèñó¹ H -êëàñè, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â îäíîìó D-êëàñi

äåÿêî¨ òîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè.

Òâåðäæåííÿ 2.4.1. Íåõàé S � ãàóñäîðôîâà òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íà-

ïiâãðóïà é a, c � äîâiëüíi D-åêâiâàëåíòíi åëåìåíòè â S. Òîäi iñíó¹ åëå-

ìåíò b ∈ S òàêèé, ùî aRb i bL c â S, òîìó

as = b, bs′ = a, tb = c, t′c = b,

äëÿ äåÿêèõ s, s′, t, t′ ∈ S. Âiäîáðàæåííÿ

fa,c : Ha → Hc : x 7→ txs i fc,a : Hc → Ha : x 7→ t′xs′

¹ íåïåðåðâíèìè òà âçà¹ìíî îáåðíåíèìè, à òîìó ¹ ãîìåîìîðôiçìàìè çà-

ìêíåíèõ ïiäïðîñòîðiâ Ha i Hc òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó S. Áiëüøå òîãî,
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ÿêùî Ha i Hc ¹ ïiäãðóïàìè â S, òî Ha i Hc ¹ òîïîëîãi÷íî içîìîðôíèìè

çàìêíåíèìè ïiäãðóïàìè â òîïîëîãi÷íié iíâåðñíié íàïiâãðóïi S.

Äîâåäåííÿ. Ç âèùå íàâåäåíèõ àðãóìåíòiâ âèïëèâà¹, ùî Ha i Hc ¹ çàìê-

íåíèìè ïiäïðîñòîðàìè â S. Àëãåáðà¨÷íà ÷àñòèíà íàøîãî òâåðäæåííÿ âè-

ïëèâà¹ ç òåîðåì 7 i 8. Ç íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â S âèïëèâà¹,

ùî âiäîáðàæåííÿ

fa,c : Ha → Hc i fc,a : Hc → Ha

¹ íåïåðåðâíèìè i, ÿê íàñëiäîê, ¹ ãîìåîìîðôiçìàìè. Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 7

âèïëèâà¹, ùî ó âèïàäêó, êîëè Ha òà Hc ¹ ïiäãðóïàìè â S, òî iñíóþòü åëå-

ìåíòè u, u′ ∈ S òàêi, ùî âiäîáðàæåííÿ

fa,c : Ha → Hc : x 7→ uxu′ i fc,a : Hc → Ha : x 7→ u′xu

¹ âçà¹ìíî îáåðíåíèìè içîìîðôiçìàìè, i òîìó ç íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨

îïåðàöi¨ â S âèïëèâà¹, ùî òàê âèçíà÷åíi âiäîáðàæåííÿ ¹ òîïîëîãi÷íèìè

içîìîðôiçìàìè.

Çàóâàæåííÿ 2.4.2. Ç äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 2.4.1 âèïëèâà¹, ùî äî-

âiëüíi äâà H -êëàñè, ùî ëåæàòü â îäíîìó D-êëàñi ãàóñäîðôîâî¨ íàïiâòîïî-

ëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè S ¹ ãîìåîìîðôíèìè ïiäïðîñòîðàìè â S, àëå âîíè íå

îáîâ'ÿçêîâî ¹ çàìêíåíèìè â S. Ñõîæå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ìàêñè-

ìàëüíèõ ïiäãðóï â S (äèâ. [61]).

Ëåìà 2.4.3. Íåõàé T � äîâiëüíà ãàóñäîðôîâà òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íà-

ïiâãðóïà òà S � iíâåðñíà ïiäíàïiâãðóïà â T . Íåõàé W � äîâiëüíèé H -êëàñ

â S, ÿêèé ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ â T i DW � D-êëàñ íàïiâãðóïè S,

ÿêèé ìiñòèòü ìíîæèíó W . Òîäi äîâiëüíèé H -êëàñ H ⊆ DW íàïiâãðóïè

S ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ â T .

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ìíîæèíà W ìiñòèòü

iäåìïîòåíò, òîáòî, W ¹ ìàêñèìàëüíîþ ïiäãðóïîþ íàïiâãðóïè S (äèâ. òåî-

ðåìó 6).
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ßêùî H -êëàñ H ìiñòèòü iäåìïîòåíò, òî ç òåîðåìè 6 âèïëèâà¹, ùî H ¹

ìàêñèìàëüíîþ ïiäãðóïîþ â S i òîìó H ¹ ïiäãðóïîþ òîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨

íàïiâãðóïè T . ×åðåç e òà f ïîçíà÷èìî íåéòðàëüíi åëåìåíòè ãðóï W òà H,

âiäïîâiäíî. Ç òîãî, ùî iäåìïîòåíòè e òà f ¹ D-åêâiâàëåíòíèìè â S òà ç

òâåðäæåííÿ 10 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ åëåìåíò a ∈ S òàêèé, ùî aa−1 = e i

a−1a = f , i çà òâåðäæåííÿì 5 iäåìïîòåíòè e òà f ¹ D-åêâiâàëåíòíèìè â

T . ×åðåç HT
e i HT

f ïîçíà÷èìî H -êëàñè â íàïiâãðóïi T iäåìïîòåíòiâ e i f ,

âiäïîâiäíî. Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ

fe,f : T → T òà ff,e : T → T

çà ôîðìóëàìè

(x)fe,f = a−1xa i (x)ff,e = axa−1,

âiäïîâiäíî. Ç òîãî, ùî

aa−1 = ss−1 = s−1s = e, ea = af = a, i a−1a = tt−1 = t−1 = f

äëÿ äîâiëüíèõ s ∈ HT
e i t ∈ HT

f , âèïëèâàþòü íàñòóïíi ðiâíîñòi:

(s)fe,f
(
(s)fe,f

)−1
= a−1sa(a−1sa)−1 = a−1saa−1s−1a =

= a−1ses−1a = a−1ss−1a = a−1ea = a−1a = f ;(
(s)fe,f

)−1
(s)fe,f = (a−1sa)−1a−1sa = a−1s−1aa−1sa =

= a−1s−1esa = a−1s−1sa = a−1ea = a−1a = f ;

(t)ff,e
(
(t)ff,e

)−1
= ata−1(ata−1)−1 = ata−1at−1a−1 =

= atft−1a−1 = att−1a−1 = afa−1 = aa−1 = e;(
(t)ff,e

)−1
(t)ff,e = (ata−1)−1ata−1 = at−1a−1ata−1 =

= at−1fta−1 = at−1ta−1 = afa−1 = aa−1 = e;(
(s)fe,f

)
ff,e = aa−1saa−1 = ese = s;(

(t)ff,e
)
fe,f = a−1ata−1a = ftf = t.
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Àíàëîãi÷íî, äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ s, v ∈ HT
e i t, u ∈ HT

f ìà¹ìî, ùî

(s)fe,f(v)fe,f = a−1saa−1va = a−1seva = a−1sva = (sv)fe,f

i

(t)ff,e(u)ff,e = ata−1aua−1 = atfua−1 = atua−1 = (tu)ff,e.

Îòæå çâóæåííÿ

fe,f |HT
e
: HT

e → HT
f i ff,e|HT

f
: HT

f → HT
e

¹ âçà¹ìíî îáåðíåíèìè ãðóïîâèìè içîìîðôiçìàìè. Ç òîãî, ùî a ∈ S âèïëè-

âà¹, ùî çâóæåííÿ

fe,f |W : W → H i ff,e|H : H → W

òàêîæ ¹ âçà¹ìíî îáåðíåíèìè ãðóïîâèìè içîìîðôiçìàìè. Ç öüîãî i ç íåïå-

ðåðâíîñòi ëiâèõ i ïðàâèõ çñóâiâ â T âèïëèâà¹, ùî H ¹ çàìêíåíîþ ïiäãðóïîþ

òîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè T .

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè H -êëàñH íå ìiñòèòü iäåìïîòåíòiâ. Òî-

äi iñíóþòü äâà ðiçíi iäåìïîòåíòè e, f ∈ S òàêi, ùî ss−1 = e òà s−1s = f äëÿ

âñiõ s ∈ H. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: H íå ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ òî-

ïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè T . Òîäi iñíó¹ òî÷êà íàêîïè÷åííÿ x ∈ T \H
ìíîæèíè H â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði T . Ç òîãî, ùî äîâiëüíèé H -êëàñ

òîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè T ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ â T îòðè-

ìà¹ìî, ùî H òà x ìiñòÿòüñÿ â îäíîìó H -êëàñi Hx íàïiâãðóïè T . Çâiäñè

âèïëèâà¹, ùî xx−1 = e i x−1x = f . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé H -êëàñ HT
e â T ,

ùî ìiñòèòü iäåìïîòåíò e ∈ S. Î÷åâèäíî, ùî âií ¹ òîïîëîãi÷íîþ ïiäãðóïîþ

òîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè T i çà òâåðäæåííÿì 2.4.1 ïiäïðîñòið HT
e

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó T ¹ ãîìåîìîðôíèì ïiäïðîñòîðó Hx òîïîëîãi÷íîãî

ïðîñòîðó T . Áiëüøå òîãî, ç òåîðåìè 7 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêèé ãîìåîìîð-

ôiçì f : Hx → HT
e , ùî îáðàç (H)f ¹ òîïîëîãi÷íîþ ïiäãðóïîþ òîïîëîãi÷íî¨
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iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè T i (H)f ¹ òîïîëîãi÷íî içîìîðôíèì òîïîëîãi÷íié ãðó-

ïi W . Òîäi (H)f íå ¹ çàìêíåíîþ ïiäãðóïîþ â T , ùî ñóïåðå÷èòü ïîïåðåäíié

÷àñòèíi äîâåäåííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà W íå ìiñòèòü iäåìïîòåíòiâ. Çà ïîïåðåäíüîþ

÷àñòèíîþ äîâåäåííÿ ìà¹ìî, ùî äîñòàòíüî ïîêàçàòè iñíóâàííÿ ìàêñèìàëü-

íî¨ ïiäãðóïè He ç îäèíèöåþ e â D-êëàñi DW òàêî¨, ùî He ¹ çàìêíåíîþ

ïiäãðóïîþ òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè T . Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: êîæíà ìà-

êñèìàëüíà ïiäãðóïà ç D-êëàñó DW íå ¹ çàìêíåíîþ â T . Çàôiêñó¹ìî òàêó

ïiäãðóïó He ç îäèíèöåþ e â D-êëàñi DW , ùî xx−1 = e äëÿ âñiõ x ∈ W .

Ç òâåðäæåííÿ 5 âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü H -êëàñè HT
W i HT

e â íàïiâãðóïi T ,

ùî ìiñòÿòü ìíîæèíó W i ãðóïó He. Ç òîãî, ùî â òîïîëîãi÷íié íàïiâãðó-

ïi T äîâiëüíèé H -êëàñ ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ â T , ìà¹ìî, ùî W ¹

çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó HT
W , à He íå ¹ çàìêíåíîþ ïiäãðóïîþ

òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè HT
e . Òîäi ç òâåðäæåíü 5 òà 2.4.1 âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü

òàêi s, s′, t, t′ ∈ S, ùî âiäîáðàæåííÿ

fe : H
T
e → HT

W : x 7→ txs i fW : HT
W → HT

e : x 7→ t′xs′

¹ âçà¹ìíî îáåðíåíèìè ãîìåîìîðôiçìàìè òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ HT
e i HT

W ,

i çâóæåííÿ

fe|He
: HT

e → W i fW |W : W → He

¹ âçà¹ìíî îáåðíåíèìè ãîìåîìîðôiçìàìè. Öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî He íå ¹

çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ â HT
e .

Ç ëåìè 2.4.3 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2.4.4. Íåõàé T � ãàóñäîðôîâà òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâ-

ãðóïà òà S � iíâåðñíà ïiäíàïiâãðóïà â T . Íåõàé G � ìàêñèìàëüíà ïiäãðóïà

â S, ùî ¹ H-çàìêíåíîþ â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ ãðóï i DG ¹ D-êëàñîì íàïiâ-

ãðóïè S, ùî ìiñòèòü ãðóïó G. Òîäi äîâiëüíèé H -êëàñ H ⊆ DG íàïiâãðóïè

S ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó T .
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Ëåìà 2.4.5. Íåõàé S � ãàóñäîðôîâà òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà,

ùî çàäîâiëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

(i) äîâiëüíà ìàêñèìàëüíà ïiäãóïà íàïiâãðóïè S ¹ H-çàìêíåíîþ â êëàñi

òîïîëîãi÷íèõ ãðóï;

(ii) âñi íåìiíiìàëüíi iäåìïîòåíòè íàïiâãðàòêè E(S) ¹ içîëüîâàíèìè

òî÷êàìè â E(S).

Òîäi, ÿêùî iñíó¹ òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà T , ùî ìiñòèòü S ÿê

ùiëüíó âëàñíó ïiäíàïiâãðóïó, òî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà x ∈ T \ S õî÷à

á îäèí ç iäåìïîòåíòiâ x · x−1 àáî x−1 · x íàëåæèòü äî T \ S.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ìè ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè íàïiâãðàòêà E(S)

íå ìiñòèòü ìiíiìàëüíîãî iäåìïîòåíòà. ÒîäiE(S) ¹ äèñêðåòíèì ïiäïðîñòîðîì

â S i ç òåîðåìè 21 âèïëèâà¹, ùî E(S) ¹ âiäêðèòèì ïiäïðîñòîðîì òîïîëîãi÷-

íîãî ïðîñòîðó E(T ), à òîìó äîâiëüíà òî÷êà ìíîæèíè E(S) ¹ içîëüîâàíîþ

â E(T ). Ç òâåðäæåííÿ 28 âèïëèâà¹, ùî clT (E(S)) = clE(T )(E(S)) i, ÿê íà-

ñëiäîê îòðèìó¹ìî, ùî òî÷êè ç E(T ) \ E(S) íå ¹ içîëüîâàíèìè â E(T ).
Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó x ∈ T \S. Ç íàñëiäêó 2.4.4 âèïëèâà¹, ùî êî-

æåí H -êëàñ ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ òîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè

T . Ç òîãî, ùî x ¹ òî÷êîþ íàêîïè÷åííÿ ìíîæèíè S â òîïîëîãi÷íîìó ïðî-

ñòîði T ìà¹ìî, ùî äîâiëüíèé âiäêðèòèé îêië U(x) òî÷êè x â T ïåðåòèíà¹

íåñêií÷åííî áàãàòî H -êëàñiâ íàïiâãðóïè S. Ç òâåðäæåííÿ 27 âèïëèâà¹, ùî

iíâåðñiÿ â T ¹ ãîìåîìîðôiçìîì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó T i òîìó (U(x))−1 ¹

âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x−1 â T , ùî ïåðåòèíà¹ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü H -

êëàñiâ íàïiâãðóïè S. Òîäi ç íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ òà iíâåðñi¨

â T âèïëèâà¹, ùî õî÷à á îäíà ç ìíîæèí(
U(x) (U(x))−1

)
∩ E(T ) àáî

(
(U(x))−1 U(x)

)
∩ E(T )

¹ íåñêií÷åííîþ äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî îêîëó U(x) òî÷êè x â òîïîëî-

ãi÷íîìó ïðîñòîði T . Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî õî÷à á îäíà ç òî÷îê x · x−1 àáî

x−1 · x ¹ íåiçîëüîâàíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði E(T ).
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Ó âèïàäêó, êîëè íàïiâãðàòêà E(S) ìiñòèòü ìiíiìàëüíèé iäåìïîòåíò, ç

íàâåäåíèõ âèùå àðãóìåíòiâ âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ T \ S i

äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî îêîëó U(x) òî÷êè x â T õî÷à á îäíà ç ìíîæèí(
U(x) (U(x))−1

)
∩ E(T ) àáî

(
(U(x))−1 U(x)

)
∩ E(T )

¹ íåñêií÷åííîþ, äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî îêîëó U(x) òî÷êè x â òîïîëîãi-

÷íié íàïiâãðóïi T . Ëåãêî áà÷èòè, ùî He ¹ ìiíiìàëüíèì iäåàëîì â S, ÿêèé

îäíî÷àñíî ¹ H-çàìêíåíîþ òîïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ. Òîäi iñíó¹ âiäêðèòèé îêië

U(x) òî÷êè x â T òàêèé, ùî U(x) ∩He = ∅. ßêùî xx−1 = e àáî x−1x = e,

òî x = xx−1x ∈ He, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ x ∈ T \ S.

Ç ëåìè 2.4.5 âèïëèâà¹ íàñòóïíi äâà íàñëiäêè:

Íàñëiäîê 2.4.6. Íåõàé S � ãàóñäîðôîâà òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâ-

ãðóïà, ùî çàäîâiëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

(i) äîâiëüíà ìàêñèìàëüíà ïiäãðóïà íàïiâãðóïè S i íàïiâãðàòêà E(S) ¹

H-çàìêíåíèìè â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï;

(ii) âñi íåìiíiìàëüíi åëåìåíòè íàïiâãðàòêè E(S) ¹ içîëüîâàíèìè òî-

÷êàìè â E(S).

Òîäi S ¹ H-çàìêíåíîþ â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï.

Íàñëiäîê 2.4.7. Íåõàé λ > 2 i ïðèïóñòèìî Pλ ¹ âëàñíîþ ùiëüíîþ

ïiäíàïiâãðóïîþ òîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè S. Òîäi

xx−1 ∈ S \ Pλ àáî x−1x ∈ S \ Pλ,

äëÿ âñiõ x ∈ S \ Pλ.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ äîñòàòíi óìîâè äëÿ òîãî, ùîá òîïîëîãi÷íèé ií-

âåðñíèé λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ áóâ àáñîëþòíî H-çàìêíåíèì â êëàñi

òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï.

Òåîðåìà 2.4.8. Íåõàé λ � äîâiëüíèé êàðäèíàë > 2 i τ � ãàóñäîðôî-

âà iíâåðñíà íàïiâãðóïîâà òîïîëîãiÿ íà Pλ òàêà, ùî ìíîæèíà U(0) ∩ L
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¹ íåñêií÷åííîþ äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî îêîëó U(0) íóëÿ 0 â (Pλ, τ) i

äîâiëüíîãî ìàêñèìàëüíîãî ëàíöþãà L íàïiâãðàòêè E(Pλ). Òîäi (Pλ, τ) ¹

àáñîëþòíî H-çàìêíåíîþ íàïiâãðóïîþ â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íà-

ïiâãðóï.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ç îçíà÷åííÿ λ-ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà Pλ

âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ìàêñèìàëüíîãî ëàíöþãà L â E(Pλ) ìíîæèíà

L \ {0} ¹ ω-ëàíöþãîì. Ç òâåðäæåííÿ 1.1.1 âèïëèâà¹, ùî äîâiëüíèé ëàíöþã

L â E(Pλ) â iíäóêîâàíié òîïîëîãi¨ ç (Pλ, τ) ¹ àáñîëþòíî H-çàìêíåíîþ òî-

ïîëîãi÷íîþ íàïiâãðàòêîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî E(Pλ) â iíäóêîâàíié òîïîëîãi¨

ç (Pλ, τ) íå ¹ H-çàìêíåíîþ òîïîëîãi÷íîþ íàïiâãðàòêîþ. Òîäi iñíó¹ òîïîëî-

ãi÷íà íàïiâãðàòêà S, ùî ìiñòèòü E(Pλ) ÿê ùiëüíó âëàñíó ïiäíàïiâãðàòêó. Ç

íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðàòêîâî¨ îïåðàöi¨ â S âèïëèâà¹, ùî íóëü 0 íàïiâãðàò-

êè E(Pλ) ¹ íóëåì â S. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò x ∈ S \ E(Pλ). Òîäi

äëÿ âiäêðèòîãî îêîëó U(x) òî÷êè x â S òàêîãî, ùî 0 /∈ U(x), ç íåïåðåðâ-

íîñòi íàïiâãðàòêîâî¨ îïåðàöi¨ â S âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé îêië

V (x) ⊆ U(x) òî÷êè x â S, ùî V (x) · V (x) ⊆ U(x). Îêië V (x) ïåðåòèíà¹

íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ìàêñèìàëüíèõ ëàíöþãiâ ç E(Pλ), îñêiëüêè âñi ìàêñè-

ìàëüíi ëàíöþãè â E(Pλ) â iíäóêîâàíié òîïîëîãi¨ ç (Pλ, τ) ¹ àáñîëþòíî H-

çàìêíåíèìè òîïîëîãi÷íèìè íàïiâãðàòêàìè. Òîäi ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïîâî¨

îïåðàöi¨ â Pλ âèïëèâà¹, ùî 0 ∈ V (x) · V (x) ⊆ U(x), ùî ñóïåðå÷èòü âèáîðó

îêîëà U(x). Îòæå, E(Pλ) â iíäóêîâàíié òîïîëîãi¨ ç (Pλ, τ) ¹ H-çàìêíåíîþ

òîïîëîãi÷íîþ íàïiâãðàòêîþ.

Ç íàñëiäêó 2.4.6 âèïëèâà¹, ùî òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà (Pλ, τ)

¹ H-çàìêíåíîþ â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï. Ç òîãî, ùî Pλ

¹ êîíãóåíö-ïðîñòîþ íàïiâãðóïîþ âèïëèâà¹, ùî êîæåí íåïåðåðâíèé ãîìî-

ìîðôíèé îáðàç (Pλ, τ) ¹ H-çàìêíåíèì â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íà-

ïiâãðóï. Ñïðàâäi, ÿêùî h : (Pλ, τ) → T ¹ íåïåðåðâíèì, íåàíóëþþ÷èì ãî-

ìîìîðôiçìîì ç (Pλ, τ) â òîïîëîãi÷íó iíâåðñíó íàïiâãðóïó T , òî ìíîæèíà
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U((0)h) ∩ (L)h ¹ íåñêií÷åííîþ äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî îêîëó U((0)h)

òî÷êè (0)h â T . Òîäi ç ïîïåðåäíüî¨ ÷àñòèíè äîâåäåííÿ âèïëèâà¹, ùî (Pλ)h

¹ çàìêíåíîþ ïiäíàïiâãðóïîþ â T .

Çàóâàæåííÿ 2.4.9. Çàóâàæèìî, ùî λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ ¹ ií-

âåðñíîþ íàïiâãðóïîþ íàä îði¹íòîâàíèì ãðàôîì E, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨

âåðøèíè òà λ ïåòåëü, ìíîæèíó øëÿõiâ ÿêîãî ìîæíà îòîòîæíèòè ç âiëüíèì

ìîíî¨äîì Mλ íàä êàðäèíàëîì λ. À òîìó ç ëåìè 14 âèïëèâà¹, ùî äîâiëüíèé

íåíóëüîâèé åëåìåíò x ∈ Pλ ìà¹ âèãëÿä u−1v, äå u òà v ¹ ñëîâàìè âiëüíîãî

ìîíî¨äà Mλ, i íàïiâãðóïîâà îïåðàöiÿ íà Pλ â öüîìó çîáðàæåííi âèçíà÷åíà

íàñòóïíèì ÷èíîì:

a−1b · c−1d =


(c1a)

−1d, ÿêùî c = c1b, äå c1 ∈ Mλ;

a−1b1d, ÿêùî b = b1c, äå b1 ∈ Mλ;

0, â iíøîìó âèïàäêó

(2.2)

i a−1b · 0 = 0 · a−1b = 0 · 0 = 0.

Ó íàñòóïíîìó ïðèêëàäi ïîáóäîâàíî òîïîëîãiþ τmi íà λ-ïîëiöèêëi÷íîìó

ìîíî¨äi Pλ òàêó, ùî (Pλ, τmi) ¹ àáñîëþòíî H-çàìêíåíîþ òîïîëîãi÷íîþ ií-

âåðñíîþ íàïiâãðóïîþ.

Ïðèêëàä 2.4.10. Âèçíà÷èìî òîïîëîãiþ τmi íà λ-ïîëiöèêëi÷íîìó ìîíî-

¨äi Pλ íàñòóïíèì ÷èíîì. Âñi íåíóëüîâi åëåìåíòè Pλ ¹ içîëüîâàíèìè òî÷êàìè

â (Pλ, τmi). Äëÿ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè A âiëüíîãî ìîíî¨äà Mλ

ïîêëàäåìî

UA(0) = {a−1b : a, b ∈ Mλ \ A}.

Áàçà òîïîëîãi¨ τmi â òî÷öi 0 âèçíà÷à¹òüñÿ ñiì'¹þ

Bmi = {UA(0) : A � ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà â Mλ}.

Ç òîãî, ùî U{a,b}(0) ̸∋ a−1b äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà a−1b ∈
Pλ âèïëèâà¹, ùî τmi ¹ ãàóñäîðôîâîþ òîïîëîãi¹þ íà Pλ. Çàóâàæèìî, ùî
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(UA(0))
−1 = UA(0) äëÿ äîâiëüíîãî UA(0) ∈ Bmi. Îòæå iíâåðñiÿ ¹ íåïåðåðâ-

íîþ â (Pλ, τmi). Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò a−1b ∈ Pλ i äîâiëüíèé âiä-

êðèòèé áàçîâèé îêië UA(0) íóëÿ 0 â (Pλ, τmi). ×åðåç Sb ïîçíà÷èìî ìíîæèíó

âñiõ ñóôiêñiâ ñëîâà b. Ïîêëàäåìî

B = Sb ∪ {kb ∈ Mλ : ka ∈ A}.

Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà B ¹ ñêií÷åííîþ. Ç ôîðìóëè (1) âèïëèâà¹, ùî a−1b ·
UB(0) ⊆ UA(0). Íåõàé Sa ¹ ìíîæèíîþ âñiõ ñóôiêñiâ ñëîâà a. Ïîçíà÷èìî

D = Sa ∪ {ta ∈ Mλ : tb ∈ A}.

Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíàD ¹ ñêií÷åííîþ i ç ôîðìóëè (1) âèïëèâà¹, ùî UD(0)·
a−1b ⊆ UA(0). Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî UT (0) · UT (0) ⊆ UA(0) äëÿ

T = A ∪ {b ∈ Mλ : b ¹ ñóôiêñîì äåÿêîãî a ∈ A}.

Îòæå (Pλ, τmi) ¹ òîïîëîãi÷íîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ.

Ç òåîðåìè 2.4.8 i ïðèêëàäó 2.4.10 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê:

Íàñëiäîê 2.4.11. Òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà (Pλ, τmi) ¹ àáñîëþ-

òíî H-çàìêíåíîþ â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï.

Òåîðåìà 2.4.12. Äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëó λ > 2, τmi ¹ íàéñëàáøîþ

íàïiâãðóïîâîþ iíâåðñíîþ òîïîëîãi¹þ íà Pλ.

Äîâåäåííÿ. Ç çàóâàæåííÿ 2.4.9 âèïëèâà¹, ùî äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëå-

ìåíò íàïiâãðàòêè E(Pλ) ìîæå áóòè çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi a−1a, äå a ¹ åëå-

ìåíòîì âiëüíîãî ìîíî¨äà Mλ, i íàïiâãðóïîâà îïåðàöiÿ â öüîìó çîáðàæåííi

E(Pλ) âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (2.2). Ç îçíà÷åííÿ òîïîëîãi¨ τmi íà Pλ âè-

ïëèâà¹, ùî ïiäíàïiâãðóïà iäåìïîòåíòiâ E(Pλ) íàïiâãðóïè Pλ ¹ êîìïàêòíîþ

ïiäìíîæèíîþ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (Pλ, τmi).

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè S âiäîá-

ðàæåííÿ

φ : S → E(S) òà ψ : S → E(S),
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âèçíà÷åíi çà ôîðìóëàìè

φ(x) = xx−1 i ψ(x) = x−1x,

âiäïîâiäíî, ¹ íåïåðåðâíèìè. Ç òîãî, ùî iíâåðñíèé åëåìåíò äî åëåìåíòà

u−1v ∈ Pλ äîðiâíþ¹ v−1u âèïëèâà¹, ùî äîâiëüíèé áàçîâèé âiäêðèòèé îêië

òî÷êè 0 ∈ (Pλ, τmi) ìîæíà çîîáðàçèòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

UA(0) = Pλ \
(
φ−1(A) ∪ ψ−1(A)

)
,

äå A ¹ äåÿêîþ ñêií÷åííîþ ïiäìíîæèíîþ E(Pλ). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ

äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ E(Pλ) ìà¹ìî, ùî UA(0) ∈ τ äëÿ

êîæíî¨ íàïiâãðóïîâî¨ iíâåðñíî¨ òîïîëîãi¨ τ íà Pλ. Îòæå, τmi ¹ íàéñëàáøîþ

íàïiâãðóïîâîþ iíâåðñíîþ òîïîëîãi¹þ íà λ-ïîëiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äi Pλ.

Ó íàñòóïíîìó ïðèêëàäi ïîáóäîâàíî òîïîëîãi÷íó iíâåðñíó íàïiâãðóïó S,

ùî ìiñòèòü ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä

P2 =
⟨
p1, p2 | p1p−1

1 = p2p
−1
2 = 1, p1p

−1
2 = p2p

−1
1 = 0

⟩
ÿê ùiëüíó äèñðåòíó ïiäíàïiâãðóïó, òîáòî, ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä P2 ç äèñ-

êðåòíîþ òîïîëîãi¹þ íå ¹ H-çàìêíåíèì â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íà-

ïiâãðóï. Íåõàé M2 � âiëüíèé ìîíî¨ä, ïîðîäæåíèé åëåìåíòàìè p1 i p2.

Ïðèêëàä 2.4.13. Íåõàé F � ôiëüòð íà áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi

C(p1, p−1
1 ) = ⟨p1, p−1

1 | p1p−1
1 = 1⟩,

ïîðîäæåíèé áàçîþ B = {Un : n ∈ N}, äå Un =
{
p−k
1 pm1 : k,m > n

}
.

Ïîçíà÷èìî:

A =
{
a−1b ∈ P2 : a ̸= p1a1 i b ̸= p1b1 äëÿ äîâiëüíèõ a1, b1 ∈ M2

}
.

Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a−1b ìíîæèíè A ÷åðåçFa−1b ïîçíà÷èìî ôiëüòð

íà P2, ïîðîäæåíèé áàçîþ Ba−1b = {Vn : n ∈ N}, äå

Vn = a−1Unb =
{
(pk1a)

−1pm1 b : k,m > n
}
.



85

Î÷åâèäíî, ùî F = F1−11, äå 1 � îäèíèöÿ âiëüíîãî ìîíî¨äà M2.

Ïðîäîâæèìî áiíàðíó îïåðàöiþ ç P2 íà S = P2 ∪
{
Fa−1b : a

−1b ∈ A
}

íàñòóïíèì ÷èíîì:

(I) a−1b · Fc−1d =



F(ea)−1d, ÿêùî c = eb;

F(e)−1d, ÿêùî b = pn1c äëÿ äåÿêîãî n ∈ N,

äå e ¹ íàéäîâøèì ñóôiêñîì a òàêèì,

ùî e ̸= p1f äëÿ äåÿêîãî f ∈ M2;

0, â iíøîìó âèïàäêó;

(II) Fc−1d · a−1b =



Fc−1eb, ÿêùî d = ea;

Fc−1e, ÿêùî a = pn1d äëÿ äåÿêîãî n ∈ N,

äå e ¹ íàéäîâøèì ñóôiêñîì b òàêèì,

ùî e ̸= p1f äëÿ äåÿêîãî f ∈ M2;

0, â iíøîìó âèïàäêó;

(III) Fa−1b · Fc−1d =

 Fa−1d, ÿêùî b = c;

0, â iíøîìó âèïàäêó.

Î÷åâèäíî, ùî ïiäìíîæèíà T = S \ P2 ∪ {0} ç iíäóêîâàíîþ îïåðàöi-

¹þ ç S içîìîðôíà íàïiâãðóïi ω × ω-ìàòðè÷íèõ îäèíèöü Bω i, áiëüøå òîãî,

(Fa−1b)
−1 = Fb−1a â T .

Îçíà÷èìî òîïîëîãiþ τ íà íàïiâãðóïi S íàñòóïíèì ÷èíîì: åëåìåíòè íà-

ïiâãðóïè P2 ¹ içîëüîâàíèìè òî÷êàìè â (S, τ), à ñiì'ÿ

B(Fa−1b) = {Un(Fa−1b) : Un ∈ Ba−1b} ,

ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ìíîæèí Un(Fa−1b) = Un ∪ {Fa−1b} âèçíà÷à¹ áàçó îêîëiâ

òî÷êè Fa−1b ∈ S â òîïîëîãi¨ τ .

Òåïåð ïîêàæèìî, ùî òàê âèçíà÷åíà áiíàðíà îïåðàöiÿ íà (S, τ) ¹ íåïå-

ðåðâíîþ.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê (I).

ßêùî a−1b·Fc−1d = 0, òî ìà¹ìî, ùî a−1b·Un(Fc−1d) = {0} äëÿ äîâiëüíîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.
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ßêùî a−1b · Fc−1d = F(ea)−1d, òî ç îçíà÷åííÿ áiíàðíî¨ îïåðàöi¨ íà S

âèïëèâà¹, ùî c = eb. Ó òàêîìó âèïàäêó ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî

a−1b · Un(Fc−1d) ⊆ Un(F(ea)−1d),

äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî áàçîâîãî îêîëó Un(F(ea)−1d) òî÷êè F(ea)−1d â

(S, τ). Ñïðàâäi, ÿêùî x ∈ Un(Fc−1d), òî x = (pm1 c)
−1pk1d äëÿ äåÿêèõ íà-

òóðàëüíèõ ÷èñåë m, k > n. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

a−1b · (pm1 c)−1pk1d = a−1b · (pm1 eb)−1pk1d = (pm1 ea)
−1pk1d ∈ Un(F(ea)−1d).

ßêùî a−1b ·Fc−1d = Fe−1d, òî e ¹ íàéäîâøèì ñóôiêñîì ñëîâà a çM2, ùî

íå äîðiâíþ¹ ñëîâó p1f äëÿ äåÿêîãî f ∈ M2. Öå âèêîíó¹òüñÿ, êîëè b = pt1c

äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà t. Ó òàêîìó âèïàäêó ìà¹ìî, ùî

a−1b · Un+t(Fc−1d) ⊆ Un(Fe−1d)

äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî áàçîâîãî îêîëó Un(Fe−1d) òî÷êè Fe−1d â (S, τ).

Ñïðàâäi, ÿêùî x ∈ Un+t(Fc−1d), òîäi x = (pm+t
1 c)−1pk+t

1 d äëÿ äåÿêèõ íàòó-

ðàëüíèõ ÷èñåë m, k > n. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

a−1b · (pm+t
1 c)−1pk+t

1 d =e−1p−l
1 p

t
1c · (pm+t

1 c)−1pk+t
1 d =

= (pm+l
1 e)−1pk+t

1 d ∈ Un(Fe−1d).

Ó âèïàäêó (II) äîâåäåííÿ íåïåðåðâíîñòi áiíàðíî¨ îïåðàöi¨ â (S, τ) ¹ àíà-

ëîãi÷íèì, ÿê ó âèïàäêó (I).

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê (III).

ßêùî Fa−1b · Fc−1d = 0, òî Un(Fa−1b) · Un(Fc−1d) ⊆ {0}, äëÿ äîâiëüíèõ

âiäêðèòèõ áàçîâèõ îêîëiâ Un(Fa−1b) i Un(Fc−1d) òî÷îê Fa−1b i Fc−1d â (S, τ),

âiäïîâiäíî.

ßêùî Fa−1b · Fc−1d = Fa−1d, òî b = c i äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî áàçî-

âîãî îêîëó Un(Fa−1d) òî÷êè Fa−1d â (S, τ) ìà¹ìî, ùî

Un(Fa−1b) · Un(Fb−1d) ⊆ Un(Fa−1d)
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Ñïðàâäi, ÿêùî

(pk1a)
−1pt1b ∈ Un(Fa−1b) i (pl1b)

−1pm1 d ∈ Un(Fb−1d),

òî

(pk1a)
−1pt1b · (pl1b)−1pm1 d = (pk1a)

−1pt1(b · b−1)p−l
1 p

m
1 d = (ps1a)

−1pz1d,

äëÿ äåÿêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë s, z > n, à òîìó (ps1a)
−1pz1d ∈ Un(Fa−1d).

Îòæå ìè äîâåëè, ùî òàê âèçíà÷åíà îïåðàöiÿ íà (S, τ) ¹ íåïåðåðâíîþ.

Ç òîãî, ùî P2 ¹ ùiëüíîþ ïiäìíîæèíîþ â (S, τ) âèïëèâà¹, ùî áiíàðíà îïå-

ðàöiÿ â (S, τ) ¹ àñîöiàòèâíîþ. Ç òîãî, ùî T = S \ P2 ∪ {0} ç iíäóêîâàíîþ

áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ ç S ¹ içîìîðôíîþ íàïiâãðóïi ω×ω-ìàòðè÷íèõ îäèíèöü
Bω âèïëèâà¹, ùî iäåìïîòåíòè â S êîìóòóþòü i, áiëüøå òîãî,

Fa−1b · Fb−1a · Fa−1b = Fb−1a.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî S ¹ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ. Äëÿ äîâiëüíîãî áàçîâîãî

âiäêðèòîãî îêîëó Un(Fa−1b) òî÷êè Fa−1b â (S, τ) ìà¹ìî, ùî

(Un(Fa−1b))
−1 = Un(Fb−1a),

äëÿ âñiõ n ∈ N. Îòæå iíâåðñiÿ â (S, τ) ¹ íåïåðåðâíîþ.
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2.5. Ëîêàëüíî êîìïàêòíèé íàïiâòîïîëîãi÷íèé

λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ

Âiäîìà òåîðåìà À. Âåéëÿ ñòâåðäæó¹, ùî ëîêàëüíî êîìïàêòíà ìîíîòåòè-

÷íà òîïîëîãi÷íà ãðóïà G (òîáòî, G ìiñòèòü ùiëüíó öèêëi÷íó ïiäãðóïó) ¹ àáî

êîìïàêòíîþ, àáî äèñêðåòíîþ (äèâ. [131]). Çà òåîðåìèîþ 32 ãàóñäîðôîâèé

ëîêàëüíî êîìïàêòíèé íàïiâòîïîëîãi÷íèé áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä ç ïðè¹äíàíèì

íóëåì ¹ àáî êîìïàêòíèì, àáî äèñêðåòíèì ïðîñòîðîì. Ç òîãî, ùî ìîíî¨ä

P1 içîìîðôíèé áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi ç ïðè¹äíàíèì íóëåì âèïëèâà¹, ùî

òåîðåìó 32 ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi: ãàóñäîðôîâèé ëî-

êàëüíî êîìïàêòíèé íàïiâòîïîëîãi÷íèé 1-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä P1 ¹ àáî

êîìïàêòíèì, àáî äèñêðåòíèì ïðîñòîðîì.

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè äîâåäèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî êàðäè-

íàëó λ ãàóñäîðôîâèé ëîêàëüíî êîìïàêòíèé íàïiâòîïîëîãi÷íèé λ-ïîëiöèê-

ëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ ¹ àáî êîìïàêòíèì, àáî äèñêðåòíèì ïðîñòîðîì. Ó öüîìó

ïiäðîçäiëi ÷åðåç λ ïîçíà÷àòèìåìî äîâiëüíèé íåíóëüîâèé êàðäèíàë.

Ëåìà 2.5.1. Íåõàé (Pλ, τ) � íåäèñêðåòíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà íàïiâ-

òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà. Òîäi ìíîæèíà U(0) \ V (0) ¹ ñêií÷åííîþ, äëÿ äî-

âiëüíèõ âiäêðèòèõ êîìïàêòíèõ îêîëiâ U(0) i V (0) òî÷êè 0.

Äîâåäåííÿ. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî V (0) ⊂
U(0). Ç òîãî, ùî U(0) \ V (0) ¹ çàìêíåíèì äèñêðåòíèì ïiäïðîñòîðîì êîì-

ïàêòíîãî ïðîñòîðó U(0) âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà U(0) \ V (0) ¹ ñêií÷åííîþ.

Ëåìà 2.5.2. Íåõàé (Pλ, τ) � íåäèñêðåòíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà íàïiâ-

òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî îêîëó U(0) íóëÿ 0

iñíó¹ òàêèé åëåìåíò u ∈ Mλ, ùî ìíîæèíà Ru−1u ∩U(0) ¹ íåñêií÷åííîþ.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: iñíó¹ êîìïàêòíèé âiäêðèòèé îêië

U(0) íóëÿ 0 òàêèé, ùî ìíîæèíà Ru−1u ∩ U(0) ¹ ñêií÷åííîþ äëÿ äîâiëüíîãî
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åëåìåíòà u ∈ Mλ. Ïîêëàäåìî

B = {u ∈ Mλ : Ru−1u ∩ U(0) ̸= ∅}.

Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà u ∈ B ÷åðåç vu ïîçíà÷èìî íàéäîâøå ñëîâî ç Mλ

òàêå, ùî u−1vu ∈ Ru−1u∩U(0). Ç òîãî, ùî U(0) ¹ íåñêií÷åííîþ ïiäìíîæèíîþ

â Pλ âèïëèâà¹, ùî îêië U(0) ïåðåòèíà¹ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü R-êëàñiâ

ìîíî¨äà Pλ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî A = {u−1vu : u ∈ B} ¹ íåñêií÷åííîþ

ïiäìíîæèíîþ â U(0). Ç òîãî, ùî 0 · p1 = 0 òà ç íàðiçíî¨ íåïåðåðâíîñòi

íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â (Pλ, τ) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêîãî êîìïàêòíîãî

âiäêðèòîãî îêîëó V (0) ⊆ U(0) òî÷êè 0, ùî V (0) · p1 ⊆ U(0). Àëå òîäi

V (0) ⊆ U(0) \ A, ùî ñóïåðå÷èòü ëåìi 2.5.1.

Ëåìà 2.5.3. Íåõàé (Pλ, τ) � íåäèñêðåòíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà íàïiâ-

òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî îêîëó U(0) íóëÿ 0

i äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòó u ∈ Mλ ìíîæèíà Ru−1u∩U(0) ¹ íåñêií÷åííîþ.

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî Ru−1u = {u−1v : v ∈ Mλ}. Ç çàóâàæåí-

íÿ 2.4.9 âèïëèâà¹, ùî a−1u · Ru−1u = Ra−1a. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò

a ∈ Mλ i äîâiëüíèé âiäêðèòèé êîìïàêòíèé îêië U(0) íóëÿ 0. Ç ëåìè 2.5.2

âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ åëåìåíò u ∈ Mλ òàêèé, ùî ìíîæèíà Ru−1u ∩ U(0) ¹

íåñêií÷åííîþ. Ç òîãî, ùî a−1u · 0 = 0 òà ç íàðiçíî¨ íåïåðåðâíîñòi íàïiâ-

ãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â Pλ âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ âiäêðèòèé êîìïàêòíèé îêië V (0)

íóëÿ 0 òàêèé, ùî a−1u · V (0) ⊆ U(0). Ç ëåìè 2.5.1 âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà

V (0)∩Ru−1u ¹ íåñêií÷åííîþ. Òîäi ç òâåðäæåííÿ 2.1.6 âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà

a−1u · (Ru−1u ∩ V (0)) ¹ íåñêií÷åííîþ ïiäìíîæèíîþ â U(0) ∩Ra−1a.

Ëåìà 2.5.4. Íåõàé (Pk, τ) � íåäèñêðåòíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà íàïiâ-

òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà, äå k � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Òîäi ìíîæè-

íà R1 \ U(0) ¹ ñêií÷åííîþ, äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî êîìïàêòíîãî îêîëó

U(0) íóëÿ 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé p1, . . . , pk � ïîðîäæóþ÷i åëåìåíòè ïîëiöèêëi÷íîãî ìî-

íî¨äà Pk. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: iñíó¹ òàêèé êîìïàêòíèé âiäêðèòèé îêië
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U(0) íóëÿ 0, ùî ìíîæèíà A = R1 \U(0) ¹ íåñêií÷åííîþ. Ìè ñòâåðäæó¹ìî,

ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n 6 k ìíîæèíà

Apn = {ai ∈ A : aipn ∈ U(0)}

¹ ñêií÷åííîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà Apn ¹ íåñêií÷åííîþ. Çàóâàæèìî,

ùî ç òâåðäæåííÿ 2.1.6 âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà Ap1 · p1 ¹ íåñêií÷åííîþ ïiä-

ìíîæèíîþ â U(0). Ç òîãî, ùî 0 · p−1
1 = 0 òà ç íàðiçíî¨ íåïåðåðâíîñòi íàïiâ-

ãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â (Pk, τ) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé êîìïàêòíèé

îêië V (0) ⊆ U(0) òî÷êè 0, ùî V (0) · p−1
1 ⊆ U(0). Òîäi

V (0) ⊆ U(0) \ (Ap1 · p1),

ùî ñóïåðå÷èòü ëåìi 2.5.1. Îòæå ìíîæèíà Apn ¹ ñêií÷åííîþ äëÿ äîâiëüíîãî

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n 6 k.

Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a âiëüíîãî ìîíî¨äà Mk ÷åðåç ↑a ïîçíà÷èìî

ìíîæèíó âñiõ ïðåôiêñiâ ñëîâà a. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè C ⊂ Mk ïî-

êëàäåìî ↑C = ∪a∈C↑a. Íåõàé

A∗ = A \ {↑Ap1 ∪ . . . ∪ ↑Apk}.

Î÷åâèäíî, ùî A∗ ¹ êîñêií÷åííîþ, à îòæå i íåñêií÷åííîþ ïiäìíîæèíîþ â A.

Ïîêàæåìî, ùî A∗ ¹ ïðàâèì iäåàëîì â R1. Íåõàé c ¹ äîâiëüíèì åëåìåíòîì â

R1 i v ∈ A∗. Ïðèïóñòèìî, ùî vc ∈ R1 \ A∗. ×åðåç c∗ ïîçíà÷èìî íàéäîâøèé

ïðåôiêñ c òàêèé, ùî vc∗ ∈ A∗. ßêùî c∗ � ïîðîæí¹ ñëîâî, òî ïîêëàäåìî

c∗ = 1. Òîäi vc∗pn ∈ R1 \A∗ äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n 6 k. Çâiäñè

âèïëèâà¹, ùî vc∗ ∈↑ Apn. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà

A∗ ¹ ïðàâèì iäåàëîì â R1.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò u ∈ A∗. Ç òîãî, ùî u · 0 = 0, i ç íàðiç-

íî¨ íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â (Pk, τ) âèïëèâà¹, ùî äëÿ äî-

âiëüíîãî âiäêðèòîãî êîìïàêòíîãî îêîëó U(0) íóëÿ 0 iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé
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êîìïàêòíèé îêië V (0) òî÷êè 0, ùî u ·V (0) ⊆ U(0). Ç òâåðäæåííÿ 2.1.6 i ëå-

ìè 2.5.3 âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà u ·(V (0)∩R1) ¹ íåñêií÷åííîþ ïiäìíîæèíîþ

â A∗ ∩ U(0). À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ: A = R1 \ U(0).

Ëåìà 2.5.5. Íåõàé (Pk, τ) � íåäèñêðåòíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà íàïiâ-

òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà, äå k � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Òîäi äëÿ äî-

âiëüíîãî âiäêðèòîãî êîìïàêòíîãî îêîëó U(0) íóëÿ 0 i äëÿ äîâiëüíîãî åëå-

ìåíòà u ∈ Mk ìíîæèíà Ru−1u \ U(0) ¹ ñêií÷åííîþ.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò u ∈ Mk. Çà ëåìîþ 2.5.4 äëÿ

äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî êîìïàêòíîãî îêîëó U(0) íóëÿ 0 ìíîæèíà R1 \ U(0)
¹ ñêií÷åííîþ. Ç òîãî, ùî u−1 ·0 = 0 òà ç íàðiçíî¨ íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïî-

âî¨ îïåðàöi¨ â (Pk, τ) âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî êîìïàêòíîãî

îêîëó U(0) íóëÿ 0 iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé êîìïàêòíèé îêië V (0) ⊆ U(0)

òî÷êè 0, ùî u−1 · V (0) ⊆ U(0). Ç òîãî, ùî u−1 · R1 = Ru−1u âèïëèâà¹, ùî

ìíîæèíà Ru−1u \ U(0) ¹ ñêií÷åííîþ.

Òåîðåìà 2.5.6. Íåõàé (Pk, τ) � íåäèñêðåòíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà íà-

ïiâòîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà, äå k � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Òîäi (Pk, τ)

¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì, ÿêèé ãîìåîìîðôíèé îäíîòî÷êîâié êîìïàêòè-

ôiêàöi¨ äèñêðåòíîãî ïðîñòîðó Pk \ {0}.

Äîâåäåííÿ. Ç ëåìè 2.5.5 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî êîì-

ïàêòíîãî îêîëó U(0) íóëÿ 0 òà äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà u ∈ Mk ìíîæèíà

Ru−1u \U(0) ¹ ñêií÷åííîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà Pk \U(0) ¹ íåñêií÷åí-
íîþ. Òîäi ìíîæèíà Ru−1u \U(0) ¹ íåïîðîæíüîþ äëÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi

åëåìåíòiâ u ∈ Mk. Ïîêëàäåìî

B = {u ∈ Mk : Ru−1u \ U(0) ̸= ∅}.

Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà u ∈ B ÷åðåç vu ïîçíà÷èìî íàéäîâøå ñëîâî ç âiëü-

íîãî ìîíî¨äà Mk òàêå, ùî u−1vu ∈ Ru−1u \ U(0). Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà

C = {u−1vu : u ∈ Mk}
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¹ íåñêií÷åííîþ. Çàóâàæèìî, ùî ç òâåðäæåííÿ 2.1.6 âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà

C ·p1 ¹ íåñêií÷åííîþ ïiäìíîæèíîþ â U(0). Ç òîãî, ùî 0·p−1
1 = 0 òà ç íàðiçíî¨

íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â (Pk, τ) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêèé

âiäêðèòèé êîìïàêòíèé îêië V (0) ⊂ U(0) òî÷êè 0, ùî V (0) · p−1
1 ⊆ U(0).

Òîäi V (0) ⊂ U(0) \ (C · p1), ùî ñóïåðå÷èòü ëåìi 2.5.1.

Íåõàé G = {p1, . . . , pλ} � ìíîæèíà ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ íàïiâãðóïè
Pλ. Äëÿ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè B = {pα1

, .., pαn
} ⊂ G ÷åðåç PB

ïîçíà÷èìî ïîëiöèêëi÷íèé ïiäìîíî¨ä íàïiâãðóïè Pλ ïîðîäæåíèé åëåìåíòà-

ìè ìíîæèíè B, òîáòî

PB =
⟨
pα1

, . . . , pαn
, p−1

α1
, . . . , p−1

αn
| pαi

p−1
αi

= 1, pαi
p−1
αj

= 0, ÿêùî i ̸= j
⟩
.

Ëåìà 2.5.7. Íåõàé (Pλ, τ) � íåäèñêðåòíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà íàïiâ-

òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî êîìïàêòíîãî îêî-

ëó U(0) íóëÿ 0 ìíîæèíà R1 \ U(0) ¹ ñêií÷åííîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G = {p1, .., pλ} � ìíîæèíà ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ

íàïiâãðóïè Pλ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé êîìïàêò-

íèé îêië U(0) òî÷êè 0, ùî ìíîæèíà A = R1 \ U(0) ¹ íåñêií÷åííîþ.
Òîäi âèêîíó¹òüñÿ îäèí ç íàñòóïíèõ âèïàäêiâ:

(i) äëÿ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè C = {pα1
, . . . , pαn

} â G i äëÿ

äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî êîìïàêòíîãî îêîëó U(0) íóëÿ 0 ìíîæèíà

U(0) ∩ PC ¹ ñêií÷åííîþ;

(ii) iñíó¹ òàêà ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà C = {pα1
, . . . , pαn

} â G, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî êîìïàêòíîãî îêîëó U(0) íóëÿ 0 ìíîæèíà

U(0) ∩ PC ¹ íåñêií÷åííîþ.

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ âèïàäîê (i). Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî

÷èñëà k 6 n ïîêëàäåìî

Uαk
= {a ∈ U(0) ∩R1 : apαk

∈ A}.

Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè ÿê ó äîâåäåííi ëåìè 2.5.4 ïîêàçó¹òüñÿ, ùî
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ìíîæèíà Uαk
¹ ñêií÷åííîþ ïiäìíîæèíîþ â U(0) ∩R1. Ïîçíà÷èìî

UC = (U(0) ∩R1) \ (↑Uα1
∪ . . . ∪ ↑Uαn

).

Î÷åâèäíî, ùî UC ¹ íåñêií÷åííîþ ïiäìíîæèíîþ â U(0). Ìè ñòâåðäæó¹ìî,

ùî UC · y ⊆ UC , äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà y ∈ PC ∩R1. Ïðèïóñòèìî ïðîòè-

ëåæíå: iñíóþòü òàêi åëåìåíòè y ∈ PC ∩ R1 i x ∈ UC , ùî xy /∈ UC . ×åðåç y∗

ïîçíà÷èìî òàêèé íàéäîâøèé ïðåôiêñ ñëîâà y, ùî xy∗ ∈ UC (çàóâàæèìî, ùî

y∗ ìîæå áóòè ïîðîæíiì ñëîâîì). Òîäi xy∗pαk
∈ R1 \UC äëÿ äåÿêîãî åëåìåí-

òà pαk
∈ C. ßê íàñëiäîê îòðèìó¹ìî xy∗ ∈ ↑Uαk

, ùî ñóïåðå÷èòü îçíà÷åííþ

ìíîæèíè UC . Îòæå UC · y ⊆ UC äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà y ∈ PC ∩R1.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò v ∈ UC . Íåõàé B � ìíîæèíà âñiõ ëiòåð

ñëîâà v. Ïîêëàäåìî D = C ∪ B. Î÷åâèäíî, ùî D ¹ ñêií÷åííîþ ïiäìíîæè-

íîþ â G. Ç òâåðäæåííÿ 2.1.6 âèïëèâà¹, ùî v · (PC ∩ R1) ¹ íåñêií÷åííîþ

ïiäìíîæèíîþ â UC ∩ PD, ùî ñóïåðå÷èòü íàøîìó ïðèïóùåííþ.

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ âèïàäîê (ii). Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíî-

ãî ÷èñëà k 6 n ïîêëàäåìî

Aαk
= {a ∈ A : apαk

∈ U(0)}.

Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè ÿê ó äîâåäåííi ëåìè 2.5.4 ïîêàçó¹òüñÿ, ùî Aαk

¹ ñêií÷åííîþ ïiäìíîæèíîþ â A, äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k 6 n.

Ïîçíà÷èìî

AC = A \ (↑Aα1
∪ . . . ∪ ↑Aαn

).

Î÷åâèäíî, ùî AC ¹ íåñêií÷åííîþ ïiäìíîæèíîþ â A. Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî

AC ·y ⊆ AC , äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà y ∈ PC∩R1. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå:

iñíóþòü òàêi åëåìåíòè y ∈ PC ∩ R1 i x ∈ AC , ùî xy /∈ AC . ×åðåç y∗

ïîçíà÷èìî íàéäîâøèé ïðåôiêñ ñëîâà y òàêèé, ùî xy∗ ∈ AC (çàóâàæèìî, ùî

y∗ ìîæå áóòè ïîðîæíiì ñëîâîì). Òîäi xy∗pαk
∈ R1\AC äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà

pαk
∈ C. ßê íàñëiäîê xy∗ ∈ ↑Aαk

, ùî ñóïåðå÷èòü îçíà÷åííþ ìíîæèíè AC .

Îòæå AC · y ⊆ AC äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà y ∈ PC ∩R1.
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Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò v ∈ AC . Íåõàé B � ìíîæèíà âñiõ ëi-

òåð ñëîâà v. Ïîêëàäåìî D = C ∪ B. Çàóâàæèìî, ùî PD ¹ çàìêíåíèì i,

ÿê íàñëiäîê, ëîêàëüíî êàìïàêòíèì ïiäìîíî¨äîì â Pλ içîìîðôíèì ìîíî¨äó

Pm, äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m. Ç òâåðäæåííÿ 2.1.6 âèïëèâà¹, ùî

v · (PC ∩ R1) ¹ íåñêií÷åííîþ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè A ∩ PD ⊂ PD \ U(0).
Òîäi çà òåîðåìîþ 2.5.6 ìíîæèíà U(0) ∩ PD ¹ ñêií÷åííîþ. Çâiäñè âèïëè-

âà¹, ùî ìíîæèíà U(0) ∩ PC òàêîæ ¹ ñêií÷åííîþ, ùî ñóïåðå÷èòü íàøîìó

ïðèïóùåííþ.

Ëåìà 2.5.8. Íåõàé (Pλ, τ) � íåäèñêðåòíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà íàïiâ-

òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî êîìïàêòíîãî îêî-

ëó U(0) íóëÿ 0 i äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà u ∈ Mλ ìíîæèíà Ru−1u \ U(0)
¹ ñêií÷åííîþ.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò u ∈ Mλ. Çà ëåìîþ 2.5.7 äëÿ

äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî êîìïàêòíîãî îêîëó U(0) íóëÿ 0 ìíîæèíà R1 \ U(0)
¹ ñêií÷åííîþ. Ç òîãî, ùî u−1 ·0 = 0 òà ç íàðiçíî¨ íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïî-

âî¨ îïåðàöi¨ â (Pλ, τ) âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî êîìïàêòíîãî

îêîëó U(0) íóëÿ 0 iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé êîìïàêòíèé îêië V (0) ⊆ U(0)

òî÷êè 0, ùî u−1 · V (0) ⊆ U(0). Ç òîãî, ùî u−1 · R1 = Ru−1u âèïëèâà¹, ùî

ìíîæèíà Ru−1u \ U(0) ¹ ñêií÷åííîþ.

Òåîðåìà 2.5.9. Ãàóñäîðôîâèé ëîêàëüíî êîìïàêòíèé íàïiâòîïîëîãi-

÷íèé λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ ¹ àáî êîìïàêòíèì, àáî äèñêðåòíèì ïðîñ-

òîðîì.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî (Pλ, τ) � íåäèñêðåòíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà íà-

ïiâòîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà. Ç ëåìè 2.5.8 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî âiä-

êðèòîãî êîìïàêòíîãî îêîëó U(0) íóëÿ 0 i äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà u ∈ Mλ

ìíîæèíà Ru−1u \ U(0) ¹ ñêií÷åííîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà Pλ \ U(0)
¹ íåñêií÷åííîþ. Òîäi ìà¹ìî, ùî ìíîæèíà Ru−1u \ U(0) ¹ íåïîðîæíüîþ äëÿ
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íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ u ∈ Mλ. Ïîêëàäåìî

B = {u ∈ Mλ : Ru−1u \ U(0) ̸= ∅}.

Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà u ∈ B ÷åðåç vu ïîçíà÷èìî íàéäîâøå ñëîâî ç Mλ

òàêå, ùî u−1vu ∈ Ru−1u \U(0). Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà C = {u−1vu : u ∈ B}
¹ íåñêií÷åííîþ ïiäìíîæèíîþ â Pλ \ U(0). Ç òâåðäæåííÿ 2.1.6 âèïëèâà¹,

ùî ìíîæèíà C · p1 ¹ íåñêií÷åííîþ. Ç òîãî, ùî 0 · p−1
1 = 0 òà ç íàði-

çíî¨ íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â Pλ âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëü-

íîãî âiäêðèòîãî êîìïàêòíîãî îêîëó U(0) íóëÿ 0 iñíó¹ âiäêðèòèé êîìïà-

êòíèé îêië V (0) ⊆ U(0) òî÷êè 0 òàêèé, ùî V (0) · p−1
1 ⊆ U(0). Àëå òîäi

V (0) ⊂ U(0) \ (C · p1), ùî ñóïåðå÷èòü ëåìi 2.5.1. Îòæå, (Pλ, τ) ¹ êîìïà-

êòíîþ íàïiâòîïîëîãi÷íîþ íàïiâãðóïîþ.
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Âèñíîâêè. Ó öüîìó ðîçäiëi ïîêàçàíî, ùî äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëå-

ìåíò x íàïiâòîïîëîãi÷íîãî λ-ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà Pλ ¹ içîëüîâàíîþ òî÷-

êîþ. Äîâåäåíî, ùî êîæíà ãàóñäîðôîâà ëîêàëüíî êîìïàêòíà íàïiâãðóïîâà

òîïîëîãiÿ íà Pλ ¹ äèñêðåòíîþ. Îïèñàíî âñi ñëàáêî êîìïàêòíi òîïîëîãi¨ íà

ìîíî¨äi Pλ, ùî ïåðåòâîðþþòü Pλ íà íàïiâòîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó òà êîìïà-

êòèôiêàöiþ Áîðà òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè Pλ. Äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî

êàðäèíàëà λ > 2 äîâiëüíèé íåïåðâíèé ãîìîìîðôiçì ç òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâ-

ãðóïè Pλ â äîâiëüíó çëi÷åííî êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó ¹ àíóëþ-

þ÷èì, i íå iñíó¹ ñëàáêî êîìïàêòíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè, ùî ìiñòèòü Pλ

ÿê ùiëüíó ïiäíàïiâãðóïó.

Çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè äëÿ òîãî, ùîá òîïîëîãi÷íèé iíâåðñíèé λ-ïîëi-

öèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ áóâ àáñîëþòíî H-çàìêíåíèì â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ

iíâåðñíèõ íàïiâãðóï. Äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî êàðäèíàëó λ ïîáóäóâàíî

íàéñëàáøó òîïîëîãiþ τmi íà Pλ, ÿêà ïåðåòâîðþ¹ Pλ â òîïîëîãi÷íó iíâåðñíó

íàïiâãðóïó òà íàâåäåíî ïðèêëàä òîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè S, ùî

ìiñòèòü ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä P2 ÿê ùiëüíó äèñêðåòíó ïiäíàïiâãðóïó.

Îïèñàíî âñi ëîêàëüíî êîìïàêòíi òîïîëîãi¨ τ íà íàïiâòîïîëîãi÷íîìó λ-

ïîëiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äi Pλ. Çîêðåìà äîâåäåíî, ùî ëîêàëüíî êîìïàêòíèé

íàïiâòîïîëîãi÷íèé λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä ¹ àáî êîìïàêòíèì, àáî äèñêðåò-

íèì ïðîñòîðîì.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ÿêi îïèñàíi â ïiäðîçäiëàõ 2.1, 2.2, 2.3 îïóáëiêîâàíî

â ñòàòòi [23]. Ðåçóëüòàòè, ÿêi îïèñàíi â ïiäðîçäiëàõ 2.4 i 2.5 îïóáëiêîâàíî â

ñòàòòÿõ [24] i [21], âiäïîâiäíî.
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ÐÎÇÄIË 3

α-ÁIÖÈÊËI×ÍÈÉ ÌÎÍÎ�Ä Bα

Ç îçíà÷åííÿ α-áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà Bα âèïëèâà¹, ùî âií ¹ óçàãàëü-

íåííÿì áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè. Çàóâàæèìî, ùî 1-áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä B1

içîìîðôíèé áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi. Ìîíî¨ä Bα áóâ ââåäåíèé â ðîáîòi [85] i

âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü â òåîði¨ áiïðîñòèõ íàïiâãðóï ç öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ

ìíîæèíîþ iäåìïîòåíòiâ (äèâ. [85]). Â ñòàòòi [115] ïîáóäîâàíà íåäèñêðåòíà

òîïîëîãiÿ íà B2, ÿêà ïåðåòâîðþ¹ B2 â òîïîëîãi÷íó iíâåðñíó íàïiâãðóïó.

Â [87] äîñëiäæóâàëèñü òîïîëîãi¨ íà Bα, ùî ïåðåòâîðþþòü Bα â òîïîëîãi-

÷íó iíâåðñíó íàïiâãðóïó.

×åðåç J↗
ωα ìè ïîçíà÷èìî íàïiâãðóïó âñiõ ïîðÿäêîâèõ içîìîðôiçìiâ ìiæ

ãîëîâíèìè ôiëüòðàìè îðäèíàëó ωα, íàäiëåíó îïåðàöi¹þ êîìïîçèöi¨ ÷àñòêî-

âèõ âiäîáðàæåíü.

Òîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè ÷àñòêîâèõ ìîíîòîííèõ âiäîáðàæåíü ëiíiéíî âïî-

ðÿäêîâàíèõ ïðîñòîðiâ äîñëiäæóâàëèñü â ðîáîòàõ [44, 73, 74]. Â ñòàòòi [73]

äîâåäåíî, ùî äîâiëüíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà òîïîëîãiÿ íà íàïiâãðóïi óñiõ

÷àñòêîâèõ êîñêií÷åíèõ ìîíîòîííèõ ií'¹êòèâíèõ ïåðåòâîðåíü ìíîæèíè íà-

òóðàëüíèõ ÷èñåë ¹ äèñêðåòíîþ. Â ñòàòòi [44] äîâåäåíî, ùî êîæíà áåðiâñüêà

òîïîëîãiÿ íà íàïiâãðóïi óñiõ ìàéæå ìîíîòîííèõ, êîñêií÷åíèõ ií'¹êòèâíèõ

÷àñòêîâèõ ïåðåòâîðåíü ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ¹ äèñêðåòíîþ. Â ñòàò-

òi [74] äîâåäåíî, ùî êîæíà áåðiâñüêà òîïîëîãiÿ íà íàïiâãðóïi óñiõ ìîíîòîí-

íèõ ií'¹êòèâíèõ ÷àñòêîâèõ êîñêií÷åíèõ ïåðåòâîðåíü ìíîæèíè öiëèõ ÷èñåë

¹ äèñêðåòíîþ. Çàóâàæèìî, ùî â ñòàòòÿõ [44] òà [74] áóëè ïîáóäîâàíi íåäèñ-

êðåòíi òîïîëîãi¨, ùî ïåðåòâîðþþòü âèùå çãàäàíi íàïiâãðóïè â òîïîëîãi÷íi

iíâåðñíi íàïiâãðóïè.



98

3.1. Ïðî íàïiâòîïîëîãi÷íèé α-áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Bα

Òâåðäæåííÿ 3.1.1. Äëÿ äîâiëüíîãî îðäèíàëó α íàïiâãðóïà J↗
ωα óñiõ

ïîðÿäêîâèõ içîìîðôiçìiâ ìiæ ãîëîâíèìè ôiëüòðàìè îðäèíàëó ωα içîìîð-

ôíà α-áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äó Bα.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî êîæíèé ãîëîâíèé ôiëüòð îðäèíàëó ωα ñïiâ-

ïàäà¹ ç iíòåðâàëîì

[a, ωα) = {x ∈ ωα : x > a},

äëÿ äåÿêîãî a ∈ ωα. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ h : J↗
ωα → Bα íàñòóïíèì

÷èíîì: äëÿ äîâiëüíîãî ïîðÿäêîâîãî içîìîðôiçìó f : [a, ωα) → [b, ωα) ïî-

êëàäåìî (f)h = (a, b). Î÷åâèäíî, ÿêùî iñíó¹ ïîðÿäêîâèé içîìîðôiçì ìiæ

iíòåðâàëàìè [a, ωα) òà [b, ωα), òî âií ¹äèíèé. Òîìó âiäîáðàæåííÿ h ¹ ií'¹ê-

òèâíèì. Ç òîãî, ùî îðäèíàë ωα ¹ àäèòèâíî íåðîçêëàäíèì âèïëèâà¹, ùî

äëÿ äîâiëüíèõ îðäèíàëiâ a, b ∈ ωα iíòåðâàëè [a, ωα) òà [b, ωα) ¹ ïîðÿäêî-

âî içîìîðôíèìè. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî h ¹ ñþð'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì.

Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ äîâîäèòüñÿ, ùî h ¹ ãîìîìîðôiçìîì.

Ëåìà 3.1.2. Íåõàé (Bα, τ) � íàïiâòîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà. Òîäi äëÿ

äîâiëüíîãî îðäèíàëó a ∈ ωα åëåìåíòè (0, a) òà (a, 0) ¹ içîëüîâàíèìè òî÷-

êàìè ïðîñòîðó (Bα, τ).

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ÿêùî åëåìåíò e ¹ iäåìïîòåíòîì â íàïiâòîïîëî-

ãi÷íié íàïiâãðóïi S, òî îáèäâi ìíîæèíè e ·S òà S ·e ¹ ðåòðàêòàìè â S i òîìó

¹ çàìêíåíèìè â S. Ç òîãî, ùî

{(0, 0)} = Bα \ ((1, 1) ·Bα ∪Bα · (1, 1))

âèïëèâà¹, ùî (0, 0) ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ â (Bα, τ).

Ç òîãî, ùî (0, a) ·(a, 0) = (0, 0) òà ç íàðiçíî¨ íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨

îïåðàöi¨ â (Bα, τ) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé îêië V ((0, a)) òî÷êè

(0, a), ùî V ((0, a)) · (a, 0) = {(0, 0)}. Çàôiêñó¹ì äîâiëüíèé åëåìåíò (c, d) ∈
V ((0, a)). Òîäi (c, d) · (a, 0) = (0, 0), à öå ìîæëèâî òiëüêè òîäi, êîëè d = a òà
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c = 0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî V ((0, a)) = {(0, a)}. Îòæå (0, a) ¹ içîëüîâàíîþ

òî÷êîþ â (Bα, τ). Äîâåäåííÿ òîãî, ùî (a, 0) ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ â (Bα, τ)

¹ àíàëîãi÷íèì.

Ëåìà 3.1.3. Íåõàé (Bα, τ) ¹ íàïiâòîïîëîãi÷íîþ íàïiâãðóïîþ. Òîäi äëÿ

äîâiëüíîãî åëåìåíòó (a, b) ∈ Bα iñíó¹ òàêèé âiäêðèòî-çàìêíåíèé îêië

V ((a, b)) òî÷êè (a, b), ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1) c 6 a òà d 6 b, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà (c, d) ∈ V ((a, b));

2) a = c òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè b = d, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà

(c, d) ∈ V ((a, b)).

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî

V ((a, b)) = {x ∈ Bα : (0, a) · x = (0, b)}.

Çàóâàæèìî, ùî çà ëåìîþ 3.1.2 òî÷êà (0, b) ¹ içîëüîâàíîþ â ïðîñòîði Bα.

Ç òîãî, ùî (0, a) · (a, b) = (0, b) òà ç íàðiçíî¨ íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨

îïåðàöi¨ â Bα âèïëèâà¹, ùî V (a, b) ¹ âiäêðèòî-çàìêíåíèì îêîëîì òî÷êè

(a, b). Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò (c, d) ∈ V ((a, b)). Î÷åâèäíî, ùî (0, a) ·
(c, d) = (0, b). Ïîïåðåäíÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ ëèøå ó âèïàäêó, êîëè c 6 a.

Îòæå, îòðèìó¹ìî, ùî

(0, a) · (c, d) = (0, d+ (a− c)) = (0, b).

Ç òîãî, ùî d + (a − c) = b îòðèìó¹ìî, ùî d 6 b. Áiëüøå òîãî, ÿêùî a = c,

òî (0, a) · (c, d) = (0, d) = (0, b) i òîìó b = d.

Ç ëåìè 3.1.3 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê:

Íàñëiäîê 3.1.4. Íåõàé (Bα, τ) � íàïiâòîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà. Òîäi

äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n,m åëåìåíò (n,m) ¹ içîëüîâàíîþ òî-

÷êîþ â ïðîñòîði (Bα, τ).

Ëåìà 3.1.5. Íåõàé (Bα, τ) � íàïiâòîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà. Òîäi äëÿ

äîâiëüíèõ ðiçíèõ îðäèíàëiâ a, b ∈ α åëåìåíò (ωa, ωb) ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ

â ïðîñòîði (Bα, τ).
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Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê a < b. Ç òîãî, ùî (0, ωa) ·
(ωa, ωb) = (0, ωb), ç ëåìè 3.1.2 òà ç íàðiçíî¨ íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨

îïåðàöi¨ â (Bα, τ) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé îêië V ((ωa, ωb)) òî÷-

êè (ωa, ωb) â ïðîñòîði (Bα, τ), ùî (0, ωa) · V ((ωa, ωb)) = {(0, ωb)} i îêië

V ((ωa, ωb)) çàäîâiëüíÿ¹ óìîâàì ëåìè 3.1.3. Òîäi

(0, ωa) · (c, d) = (0, d+ (ωa − c)) = (0, ωb),

äëÿ âñiõ (c, d) ∈ V ((a, b)). Òîìó d+(ωa−c) = d+ωa = ωb. Ïðîòå ïîïåðåäíÿ

ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ ëèøå òîäi, êîëè ωa = ωb, ñóïåðå÷íiñòü.

Äîâåäåííÿ ó âèïàäêó a > b ¹ àíàëîãi÷íèì.

Çà òåîðåìîþ 16 êîæåí îðäèíàë α ðîçêëàäà¹òü ó íîðìàëüíó ôîðìó Êàí-

òîðà, òîáòî α = n1ω
β1 + n2ω

β2 + ...+ nkω
βk , äå ni ¹ íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè,

à β1, β2, ..., βk � ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü îðäèíàëiâ.

Ëåìà 3.1.6. Íåõàé çàäàíî íîðìàëüíi ôîðìè Êàíòîðà

a = n1ω
β1 + n2ω

β2 + ...+ nkω
βk i b = m1ω

γ1 +m2ω
γ2 + ...+mtω

γt

îðäèíàëiâ a òà b, âiäïîâiäíî. Òîäi, ÿêùî (a, b) ∈ Bα i (ωβk, ωγt) ¹ içîëüî-

âàíîþ òî÷êîþ â ïðîñòîði (Bα, τ), òî òî÷êà (a, b) ¹ içîëüîâàíîþ â (Bα, τ).

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî (ωβk, ωγt) ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ â (Bα, τ). Ïî-

êëàäåìî

a∗ = n1ω
β1 + n2ω

β2 + ...+ (nk − 1)ωβk

i

b∗ = m1ω
γ1 + n2ω

γ2 + ...+ (nt − 1)ωγt.

Òîäi

(0, a∗) · (a, b) · (b∗, 0) = (ωβk, ωγt).

Ç íàðiçíî¨ íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â (Bα, τ) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹

òàêèé âiäêðèòèé îêië V ((a, b)) åëåìåíòà (a, b), ùî

(0, a∗) · V ((a, b)) · (b∗, 0) = {(ωβk, ωγt)}.
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Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò (c, d) ∈ V ((a, b)). Î÷åâèäíî, ùî

(0, a∗) · (c, d) · (b∗, 0) = (ωβk, ωγt)

ëèøå ó âèïàäêó, êîëè a∗ 6 c i b∗ 6 d. Òîäi

(0, a∗) · (c, d) · (b∗, 0) = (c− a∗, d− b∗) = (ωβk, ωγt).

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî c = a i d = b, à îòæå V ((a, b)) = {(a, b)}.

Òâåðäæåííÿ 3.1.7. Íåõàé a ∈ ωα � äîâiëüíèé íåãðàíè÷íèé îðäèíàë.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî îðäèíàëó b ∈ ωα îáèäâà åëåìåíòè (a, b) òà (b, a) ¹

içîëüîâàíèìè òî÷êàìè â íàïiâòîïîëîãi÷íîìó ìîíî¨äi (Bα, τ).

Äîâåäåííÿ. Ç íàñëiäêà 3.1.4 òà ëåìè 3.1.6 âèïëèâà¹, ùî îáèäâi òî÷êè

(a, b) i (b, a) ¹ içîëüîâàíèìè â ïðîñòîði (Bα, τ), ÿêùî b ¹ íåãðàíè÷íèì îðäè-

íàëîì. Òîìó äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè b ¹ ãðàíè÷íèì îðäèíàëîì.

Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: (a, b) íå ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ â ïðîñòîði (Bα, τ).

Ç òîãî, ùî (a, b) · (b, 0) = (a, 0), ç íàðiçíî¨ íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨ îïå-

ðàöi¨ â (Bα, τ) òà ç ëåì 3.1.2 i 3.1.3 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé îêië

V ((a, b)) òî÷êè (a, b), ùî çàäîâiëüíÿ¹ óìîâàì ëåìè 3.1.3 òà V ((a, b))·(b, 0) =
{(a, 0)}. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò (c, d) ∈ V (a, b) \ {(a, b)}. Òîäi

(c, d) · (b, 0) = (c+ (b− d), 0) = (a, 0).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî a = c + (b − d). Ç òîãî, ùî b ¹ ãðàíè÷íèì îðäèíàëîì

âèïëèâà¹, ùî b − d òàêîæ ¹ ãðàíè÷íèì îðäèíàëîì. À òîìó c + (b − d)

¹ ãðàíè÷íèì îðäèíàëîì, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî a � íåãðàíè÷íèé

îðäèíàë. Äîâåäåííÿ òîãî, ùî (b, a) ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ â ïðîñòîði (Bα, τ)

¹ àíàëîãi÷íèì.
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3.2. Ëîêàëüíî êîìïàêòíi íàïiâãðóïîâi òîïîëîãi¨ íà

α-áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äi Bα

Òåîðåìà 3.2.1. Äëÿ äîâiëüíîãî îðäèíàëó α < ω+1 ¹äèíîþ ãàóñäîðôî-

âîþ ëîêàëüíî êîïìàêòíîþ íàïiâãðóïîâîþ òîïîëîãi¹þ, íà α-áiöèêëi÷íîìó

ìîíî¨äi Bα ¹ äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (Bα, τ) � íàïiâòîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà. Ç ëåì 3.1.5 òà

3.1.6 âèïëèâà¹, ùî ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî îðäèíàëó a ∈ α åëåìåíò (ωa, ωa)

ìîíî¨äà (Bα, τ) ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ, òî τ � äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ.

Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà {(n,m) : n,m < ω} ∪ {ω, ω} ç iíäóêîâàíîþ

íàïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ ç Bα içîìîðôíà áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi ç ïðè¹ä-

íàíèì íóëåì. Òîäi çà ëåìîþ 3.1.3 òà íàñëiäêîì 33, (ω, ω) ¹ içîëüîâàíîþ

òî÷êîþ â ïðîñòîði (Bα, τ).

Ïðèïóñòèìî (Bα, τ) íå ¹ äèñêðåòíîþ íàïiâãðóïîþ. Íåõàé m òàêå íàé-

ìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ùî iäåìïîòåíò (ωm, ωm) ¹ íåiçîëüîâàíîþ òî÷êîþ

â (Bα, τ). Çàóâàæèìî, ùî ó òàêîìó âèïàäêó ç ëåì 3.1.5 òà 3.1.6 âèïëèâà¹,

ùî {(a, b) : a, b < ωm} ¹ äèñêðåòíîþ ïiäíàïiâãðóïîþ â (Bα, τ), ÿêà àëãå-

áðà¨÷íî içîìîðôíà íàïiâãðóïi Bm. Çà ëåìîþ 3.1.3 iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé

êîìïàêòíèé îêië W ((ωm, ωm)) òî÷êè (ωm, ωm) â (Bα, τ), ùî

W ((ωm, ωm)) ⊂ Bm ∪ {(ωm, ωm)}.

Ç íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â (Bα, τ) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêèé

êîìïàêòíèé âiäêðèòèé îêië V ((ωm, ωm)) ⊆ W ((ωm, ωm)) òî÷êè (ωm, ωm),

ùî (0, 0) /∈ V 2((ωm, ωm)). Ç òîãî, ùî V ((ωm, ωm)) ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì

i (ωm, ωm) � ¹äèíà íåiçîëüîâàíà òî÷êà â V ((ωm, ωm)) âèïëèâà¹, ùî åëå-

ìåíò (ωm, ωm) ¹ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ äîâiëüíî¨ íåñêií÷åííî¨ ïîñëiäîâíîñòi

(xn)n∈N ⊂ V ((ωm, ωm)).

Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà (y, 0) ∈ Bm ïîêëàäåìî

X(y,0) = {(0, x) : (y, 0) · (0, x) = (y, x) ∈ V }.
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Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò (y, 0) ∈ Bm, ùî ìíîæèíà X(y,0) =

{(0, xk) : k ∈ N} ¹ íåñêií÷åííîþ. Çàóâàæèìî, ùî

(ωm, ωm) = lim
k→∞

((y, 0) · (0, xk)) = lim
k→∞

(y, xk).

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî îðäèíàëó z < ωm ìà¹ìî, ùî

lim
k→∞

(z, xk) = (ωm, ωm),

îñêiëüêè

(ωm, ωm) = (z, y) · (ωm, ωm) = (z, y) · lim
k→∞

(y, xk) =

= lim
k→∞

((z, y) · (y, xk)) = lim
k→∞

(z, xk).

Äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ N ÷åðåç ck ïîçíà÷èìî íàéìåíøèé îðäèíàë òàêèé, ùî

(xk, ck) ∈ V ((ωm, ωm)). Ç òîãî, ùî (0, 0) /∈ V 2((ωm, ωm)) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹

÷èñëî k0 ∈ N òàêå, ùî ck ̸= 0 äëÿ äîâiëüíèõ k > k0. Çàóâàæèìî, ùî åëå-

ìåíò (ωm, ωm) ¹ íóëåì â ïiäíàïiâãðóïi Bm. Ç íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨

îïåðàöi¨ â (Bα, τ) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé êîìïàêòíèé îêië

O((ωm, ωm)) ⊆ V ((ωm, ωm)) åëåìåíòà (ωm, ωm), ùî

O((ωm, ωm)) · (1, 0) ∪O((ωm, ωm)) · (ω, 0) ∪ . . .∪ O((ωm, ωm)) · (ωm−1, 0) ⊆

⊆ V ((ωm, ωm)).

Àëå òîäi íåñêií÷åíèé çàìêíåíèé äèñêðåòíèé ïðîñòið {(xk, ck) : k ∈ N}
ìiñòèòüñÿ â V ((ωm, ωm)) \ O((ωm, ωm)), ùî ñóïåðå÷èòü êîìïàêòíîñòi îêî-

ëó V ((ωm, ωm)). Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà X(y,0) ¹

ñêií÷åííîþ, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà (y, 0) ∈ Bm.

Ç òîãî, ùî V ((ωm, ωm)) ¹ íåñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ âèïëèâà¹, ùî iñíó¹

òàêà íåñêií÷åíà ïiäìíîæèíà

A = {(yn, 0) : n ∈ N} ⊂ Bm,

ùî X(yn,0) ̸= ∅ äëÿ âñiõ (yn, 0) ∈ A. Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà (yn, 0) ∈ A

÷åðåç (0, zyn) ïîçíà÷èìî åëåìåíò ìíîæèíè X(yn,0), ùî ìà¹ íàéáiëüøó äðóãó
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êîîðäèíàòó. Ëåãêî áà÷èòè, ùî (yn, 0) · (0, zyn) = (yn, zyn), à òîìó ìíîæèíà

((yn, zyn))n∈N ¹ íåñêií÷åííîþ ïîñëiäîâíiñòþ â V ((ωm, ωm)). Òîäi îòðèìó¹ìî,

ùî

lim
n→∞

(yn, zyn) = (ωm, ωm).

Ïðîòå

(ωm, ωm) = (ωm, ωm) · (0, ωm−1) = lim
n→∞

(yn, zyn) · (0, ωm−1) =

= lim
n→∞

(yn, ω
m−1 + zyn) ̸= (ωm, ωm),

îñêiëüêè ωm−1+ zyn > zyn, ùî ñóïåðå÷èòü íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨ îïå-

ðàöi¨ â (Bα, τ). Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹, ùî (Bα, τ) ¹ äèñêðåò-

íèì ïðîñòîðîì.

Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî iñíó¹ íåäèñêðåòíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà

òîïîëîãiÿ τlc íà α-áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äi Bω+1 òàêà, ùî (Bω+1, τlc) ¹ òîïî-

ëîãi÷íîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ.

Ïðèêëàä 3.2.2. Âèçíà÷èìî òîïîëîãiþ τlc íà Bω+1 íàñòóïíèì ÷èíîì:

óñi òî÷êè, âiäìiííi âiä òî÷îê âèãëÿäó (nωω,mωω), äå n,m ∈ N ¹ içîëüîâà-

íèìè. Ñiì'ÿ

B((nωω,mωω)) = {Uk((nω
ω,mωω)) : k ∈ N}

çàäà¹ áàçó òîïîëîãi¨ τlc â òî÷öi (nωω,mωω), äå

Uk((nω
ω,mωω)) = {((n−1)ωω+ωt, (m−1)ωω+ωt) : t > k}∪{(nωω,mωω)}.

Î÷åâèäíî, ùî τlc ¹ ãàóñäîðôîâîþ òîïîëîãi¹þ íà Bω+1. Ç òîãî, ùî êîæåí

áàçîâèé âiäêðèòèé îêië äîâiëüíî¨ íåiçîëüîâàíî¨ òî÷êè (nωω,mωω) ¹ êîì-

ïàêòíèì ìà¹ìî, ùî (Bω+1, τlc) ¹ ëîêàëüíî êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k

U−1
k (nωω,mωω) = Uk(mω

ω, nωω).
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî iíâåðñiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ â (Bω+1, τlc).

Íàäàëi äåùî ìîäèôiêó¹ìî íîðìàëüíó ôîðìó Êàíòîðà äîâiëüíîãî îðäè-

íàëó a < ωω+1:

a = n1ω
ω + n2ω

t2 + . . .+ npω
tp,

äå n1 � íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî, n2, . . . , np � íàòóðàëüíi ÷èñëà, à

ω, t2, t3, . . . , tp � ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü îðäèíàëiâ.

Äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè íåïåðåðâíiñòü íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â òî÷öi

((a, b), (c, d)) ∈ Bω+1 × Bω+1, êîëè õî÷à á îäíà ç òî÷îê (a, b) àáî (c, d)

¹ íåiçîëüîâàíîþ â (Bω+1, τlc). Îòæå äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè òàêi òðè âèäè

äîáóòêiâ:

(1) (n1ω
ω,m1ω

ω) · (nωω,mωω), äå n,m, n1,m1 ∈ N;

(2) (a, b) · (nωω,mωω), äå (a, b) ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ â (Bω+1, τlc),

n,m ∈ N;

(3) (nωω,mωω) · (a, b), äå (a, b) ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ â (Bω+1, τlc),

n,m ∈ N.

Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé âèïàäîê. Ðîçêëàäåìî éîãî íà òðè ïiäâèïàäêè:

(1.1) ÿêùîm1 < n, òî (n1ωω,m1ω
ω)·(nωω,mωω) = ((n1+n−m1)ω

ω,mωω);

(1.2) ÿêùî m1 = n, òî (n1ω
ω,m1ω

ω) · (nωω,mωω) = (n1ω
ω,mωω);

(1.3) ÿêùîm1 > n, òî (n1ωω,m1ω
ω)·(nωω,mωω) = (n1ω

ω, (m+m1−n)ωω).

Ðîçãëÿíåìî ïiäâèïàäîê (1.1). Íåõàé Uk(((n1+n−m1)ω
ω,mωω)) ¹ âiäêðèòèì

áàçîâèì îêîëîì òî÷êè ((n1 + n−m1)ω
ω,mωω). Ìè ñòâåðäæó¹ì, ùî

Uk((n1ω
ω,m1ω

ω)) · Uk((nω
ω,mωω)) ⊆ Uk(((n1 + n−m1)ω

ω,mωω)).

Ñïðàâäi, çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi åëåìåíòè

((n1 − 1)ωω + ωt, (m1 − 1)ωω + ωt) ∈ Uk((n1ω
ω,m1ω

ω))

i

((n− 1)ωω + ωp, (m− 1)ωω + ωp) ∈ Uk((nω
ω,mωω)).
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Òîäi

((n1 − 1)ωω + ωt, (m1 − 1)ωω + ωt) · ((n− 1)ωω + ωp, (m− 1)ωω + ωp) =

= ((n1 − 1)ωω + ωt + ((n− 1)ωω + ωp − ((m1 − 1)ωω + ωt)), (m− 1)ωω+

+ ωp) = ((n1 − 1)ωω + ωt + ((n− 1−m1 + 1)ωω + ωp), (m− 1)ωω+

+ ωp) = ((n1 − 1 + n− 1−m1 + 1)ωω + ωp, (m− 1)ωω + ωp) = ((n1+

+ n−m1 − 1)ωω + ωp, (m− 1)ωω + ωp) ∈ Uk(((n1 + n−m1)ω
ω,mωω)).

Ðîçãëÿíåìî ïiäâèïàäîê (1.2). Íåõàé Uk((n1ω
ω,mωω)) ¹ âiäêðèòèì áàçîâèì

îêîëîì òî÷êè (n1ω
ω,mωω). Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî

Uk((n1ω
ω, nωω)) · Uk((nω

ω,mωω)) ⊆ Uk((n1ω
ω,mωω)).

Ñïðàâäi, çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi åëåìåíòè

((n1 − 1)ωω + ωt, (n− 1)ωω + ωt) ∈ Uk((n1ω
ω, nωω))

i

((n− 1)ωω + ωp, (m− 1)ωω + ωp) ∈ Uk((nω
ω,mωω)).

ßêùî p > t, òî

((n1 − 1)ωω + ωt, (n− 1)ωω + ωt) · ((n− 1)ωω + ωp, (m− 1)ωω + ωp) =

= ((n1 − 1)ωω + ωt + ((n− 1)ωω + ωp − ((n− 1)ωω + ωt)), (m− 1)ωω+

+ ωp) = ((n1 − 1)ωω + ωt + (ωp − ωt), (m− 1)ωω + ωp) =

= ((n1 − 1)ωω + ωp, (m− 1)ωω + ωp) ∈ Uk((n1ω
ω,mωω)).

ßêùî p = t, òî

((n1 − 1)ωω + ωp, (n− 1)ωω + ωp) · ((n− 1)ωω + ωp, (m− 1)ωω + ωp) =

= ((n1 − 1)ωω + ωp, (m− 1)ωω + ωp) ∈ Uk((n1ω
ω,mωω)).
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ßêùî p < t, òî

((n1 − 1)ωω + ωt, (n− 1)ωω + ωt) · ((n− 1)ωω + ωp, (m− 1)ωω + ωp) =

= ((n1 − 1)ωω + ωt, (m− 1)ωω + ωp + ((n− 1)ωω + ωt − ((n− 1)ωω+

+ ωp))) = ((n1 − 1)ωω + ωt, (m− 1)ωω + ωp + (ωt − ωp)) =

= ((n1 − 1)ωω + ωt, (m− 1)ωω + ωt) ∈ Uk((n1ω
ω,mωω)).

Ðîçãëÿíåìî ïiäâèïàäîê (1.3). Íåõàé Uk((n1ω
ω, (m+m1−n)ωω)) ¹ âiäêðèòèì

áàçîâèì îêîëîì òî÷êè (n1ω
ω, (m+m1 − n)ωω). Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî

Uk((n1ω
ω,m1ω

ω)) · Uk((nω
ω,mωω)) ⊆ Uk((n1ω

ω, (m+m1 − n)ωω)).

Ñïðàâäi, çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi åëåìåíòè

((n1 − 1)ωω + ωt, (m1 − 1)ωω + ωt) ∈ Uk((n1ω
ω,m1ω

ω))

i

((n− 1)ωω + ωp, (m− 1)ωω + ωp) ∈ Uk((nω
ω,mωω)).

Òîäi

((n1 − 1)ωω + ωt, (m1 − 1)ωω + ωt) · ((n− 1)ωω + ωp, (m− 1)ωω + ωp) =

= ((n1 − 1)ωω + ωt, (m− 1)ωω + ωp + ((m1 − 1)ωω + ωt−

− ((n− 1)ωω + ωp))) = ((n1 − 1)ωω + ωt, (m− 1)ωω + ωp+

+ ((m1 − 1− n+ 1)ωω + ωt)) = ((n1 − 1)ωω + ωt, (m+m1 − n− 1)ωω+

+ ωt) ∈ Uk((n1ω
ω, (m+m1 − n)ωω)).

Îòæå ó âèïàêó (1) íàïiâãðóïîâà îïåðàöiÿ â (Bω+1, τlc) ¹ íåïåðåðâíîþ.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê (2). Ðîçêëàäåìî éîãî íà òðè ïiäâèïàäêè:

(2.1) a ̸= n1ω
ω i b ̸= m1ω

ω;

(2.2) a ̸= n1ω
ω i b = m1ω

ω;

(2.3) a = n1ω
ω i b ̸= m1ω

ω.
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Ðîçãëÿíåìî ïiäâèïàäîê (2.1)

Íåõàé

a = n1ω
ω + n2ω

t2 + . . .+ npω
tp i b = m1ω

ω +m2ω
r2 + . . .+mcω

rc.

Çàóâàæèìî, ùî ÷èñëà n1 òà m1 ìîæóòü äîðiâíþâàòè íóëþ. Òîäi ìà¹ìî òàêi

äâà ïiäâèïàäêè:

(2.1.1) ÿêùî m1 < n, òî

(n1ω
ω+n2ω

t2+ . . .+npω
tp,m1ω

ω+m2ω
r2+ . . .+mcω

rc) ·(nωω,mωω) =

= ((n1 + n−m1)ω
ω,mωω);

(2.1.2) ÿêùî m1 > n, òî

(n1ω
ω +n2ω

t2 + ..+npω
tp,m1ω

ω +m2ω
r2 + ..+mcω

rc) · (nωω,mωω) =

= (n1ω
ω + n2ω

t2 + ..+ npω
tp, (m+m1 − n)ωω +m2ω

r2 + ..+mcω
rc);

Äîâåäåìî íåïåðåðâíiñòü ó ïiäâèïàäêó (2.1.1). Çàôiêñó¹ìî âiäêðèòèé áàçî-

âèé îêië Uk(((n1 + n−m1)ω
ω,mωω)) òî÷êè ((n1 + n−m1)ω

ω,mωω). Çàóâà-

æèìî, ùî òî÷êà

(n1ω
ω + n2ω

t2 + . . .+ npω
tp,m1ω

ω +m2ω
r2 + . . .+mcω

rc)

¹ içîëüîâàíîþ â (Bω+1, τlc). Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî

(n1ω
ω + n2ω

t2 + . . .+ npω
tp,m1ω

ω +m2ω
r2 + . . .

+mcω
rc) · Ur2+t2+k((nω

ω,mωω)) ⊆ Uk(((n1 + n−m1)ω
ω,mωω)).

Ñïðàâäi, çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò

((n− 1)ωω + ωt, (m− 1)ωω + ωt) ∈ Ur2+t2+k((nω
ω,mωω)).
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Òîäi

(n1ω
ω + n2ω

t2 + . . .+ npω
tp,m1ω

ω +m2ω
r2 + . . .+mcω

rc) · ((n− 1)ωω+

+ ωt, (m− 1)ωω + ωt) = (n1ω
ω + n2ω

t2 + . . .+ npω
tp + ((n− 1)ωω + ωt−

− (m1ω
ω +m2ω

r2 + . . .+mcω
rc)), (m− 1)ωω + ωt) =

= (n1ω
ω + n2ω

t2 + . . .+ npω
tp + ((n− 1−m1)ω

ω + ωt, (m− 1)ωω + ωt) =

((n1 + n−m1 − 1)ωω + ωt, (m− 1)ωω + ωt) ∈ Uk(((n1 + n−m1)ω
ω,mωω)).

Îòæå ó ïiäâèïàäêó (2.1.1) íàïiâãðóïîâà îïåðàöiÿ íåïåðåðâíà â (Bω+1, τlc).

Ðîçãëÿíåìî ïiäâèïàäîê (2.1.2). Çàóâàæèìî, ùî îáèäâà åëåìåíòè

(n1ω
ω + n2ω

t2 + . . .+ npω
tp,m1ω

ω +m2ω
r2 + . . .+mcω

rc)

i

(n1ω
ω + n2ω

t2 + . . .+ npω
tp, (m+m1 − n)ωω +m2ω

r2 + . . .+mcω
rc)

¹ içîëüîâàíèìè òî÷êàìè â (Bω+1, τlc). Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî

(n1ω
ω + n2ω

t2 + . . .+ npω
tp,m1ω

ω +m2ω
r2 + . . .

+mcω
rc) · U0((nω

ω,mωω)) = {(n1ωω + n2ω
t2 + . . .+ npω

tp, (m+m1−

− n)ωω +m2ω
r2 + . . .+mcω

rc)}.

Ñïðàâäi, çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò

((n− 1)ωω + ωt, (m− 1)ωω + ωt) ∈ U0((nω
ω,mωω)).

Òîäi

(n1ω
ω + n2ω

t2 + ..+ npω
tp,m1ω

ω +m2ω
r2 + ..+mcω

rc) · ((n− 1)ωω+

+ ωt, (m− 1)ωω + ωt) = (n1ω
ω + n2ω

t2 + ..+ npω
tp, (m− 1)ωω + ωt+

+ (m1ω
ω +m2ω

r2 + ..+mcω
rc − ((n− 1)ωω + ωt))) = (n1ω

ω + n2ω
t2 + ..

+ npω
tp, (m− 1)ωω + ωt + ((m1 − n+ 1)ωω +m2ω

r2 + ..+mcω
rc) =

(n1ω
ω + n2ω

t2 + ..+ npω
tp, (m+m1 − n)ωω +m2ω

r2 + ..+mcω
rc).
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Îòæå ó ïiäâèïàäêó (2.1) íàïiâãðóïîâà îïåðàöiÿ ¹ íåïðåðâíîþ â (Bω+1, τlc).

Ðîçãëÿíåìî ïiäâèïàäîê (2.2). Íåõàé

a = n1ω
ω + n2ω

t2 + ..+ npω
tp i b = m1ω

ω.

Òîäi ìè ìà¹ìî òàêi äâà ïiäâèïàäêè:

(2.2.1) ÿêùî m1 < n, òî

(n1ω
ω+n2ω

t2+..+npω
tp,m1ω

ω)·(nωω,mωω) = ((n1+n−m1)ω
ω,mωω);

(2.2.2) ÿêùî m1 > n, òî

(n1ω
ω + n2ω

t2 + ..+ npω
tp,m1ω

ω) · (nωω,mωω) =

= (n1ω
ω + n2ω

t2 + ..+ npω
tp, (m+m1 − n)ωω);

Ðîçãëÿíåìî ïiäâèïàäîê (2.2.1). Íåõàé Uk(((n1 + n−m1)ω
ω,mωω)) ¹ äî-

âiëüíèì âiäêðèòèì áàçîâèì îêîëîì òî÷êè ((n1 + n −m1)ω
ω,mωω). Çàóâà-

æèìî, ùî åëåìåíò (n1ω
ω + n2ω

t2 + .. + npω
tp,m1ω

ω) ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ

â (Bω+1, τlc). Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî

(n1ω
ω + n2ω

t2 + ..+ npω
tp,m1ω

ω) · Ut2+k((nω
ω,mωω)) ⊆

⊆ Uk(((n1 + n−m1)ω
ω,mωω)).

Ñïðàâäi, çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò

((n− 1)ωω + ωt, (m− 1)ωω + ωt) ∈ Ut2+k((nω
ω,mωω)).

Òîäi

(n1ω
ω + n2ω

t2 + ..+ npω
tp,m1ω

ω) · ((n− 1)ωω + ωt, (m− 1)ωω + ωt) =

(n1ω
ω + n2ω

t2 + ..+ npω
tp + ((n− 1)ωω + ωt −m1ω

ω), (m− 1)ωω + ωt) =

(n1ω
ω + n2ω

t2 + ..+ npω
tp + ((n− 1−m1)ω

ω + ωt), (m− 1)ωω + ωt) =

((n1 + n−m1 − 1)ωω + ωt, (m− 1)ωω + ωt) ∈ Uk(((n1 + n−m1)ω
ω,mωω)).

Îòæå ó ïiäâèïàäêó (2.2.1) íàïiâãðóïîâà îïåðàöiÿ íåïåðåðâíà â (Bω+1, τlc).
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Ðîçãëÿíåìî ïiäâèïàäîê (2.2.2). Çàóâàæèìî, ùî îáèäâi òî÷êè

(n1ω
ω + n2ω

t2 + ..+ npω
tp,m1ω

ω)

i

(n1ω
ω + n2ω

t2 + ..+ npω
tp, (m+m1 − n)ωω)

¹ içîëüîâàíèìè â (Bω+1, τlc). Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî

(n1ω
ω + n2ω

t2 + ..+ npω
tp,m1ω

ω) · U0((nω
ω,mωω)) =

= {(n1ωω + n2ω
t2 + ..+ npω

tp, (m+m1 − n)ωω)}.

Ñïðàâäi, çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò

((n− 1)ωω + ωt, (m− 1)ωω + ωt) ∈ U0((nω
ω,mωω)).

Òîäi

(n1ω
ω + n2ω

t2 + ..+ npω
tp,m1ω

ω) · ((n− 1)ωω + ωt, (m− 1)ωω + ωt) =

= (n1ω
ω + n2ω

t2 + ..+ npω
tp, (m− 1)ωω + ωt + (m1ω

ω − ((n− 1)ωω+

ωt))) = (n1ω
ω + n2ω

t2 + ..+ npω
tp, (m− 1)ωω + ωt + ((m1 − n+ 1)ωω) =

= (n1ω
ω + n2ω

t2 + ..+ npω
tp, (m+m1 − n)ωω).

Îòæå ó ïiäâèïàäêó (2.2) íàïiâãðóïîâà îïåðàöiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ â (Bω+1, τlc).

Ðîçãëÿíåìî ïiäâèïàäîê (2.3).

Íåõàé

a = n1ω
ω i b = m1ω

ω +m2ω
r2 + ..+mcω

rc.

Òîäi ìà¹ìî òàêi äâà ïiäâèïàäêà:

(2.3.1) ÿêùî m1 < n, òî

(n1ω
ω,m1ω

ω + . . .+mcω
rc) · (nωω,mωω) = ((n1 + n−m1)ω

ω,mωω);

(2.3.2) ÿêùî m1 > n, òî

(n1ω
ω,m1ω

ω +m2ω
r2 + . . .+mcω

rc) · (nωω,mωω) =

= (n1ω
ω, (m+m1 − n)ωω +m2ω

r2 + . . .+mcω
rc);
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Ðîçãëÿíåìî ïiäâèïàäîê (2.3.1). Íåõàé Uk(((n1+n−m1)ω
ω,mωω)) � äîâiëü-

íèé âiäêðèòèé áàçîâèé îêië òî÷êè ((n1+n−m1)ω
ω,mωω). Ìè ñòâåðäæó¹ìî,

ùî

(n1ω
ω,m1ω

ω +m2ω
r2 + . . .+mcω

rc) · Ur2+k((nω
ω,mωω)) ⊆

⊆ Uk(((n1 + n−m1)ω
ω,mωω)).

Ñïðàâäi, çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò

((n− 1)ωω + ωt, (m− 1)ωω + ωt) ∈ Ur2+k((nω
ω,mωω)).

Òîäi

(n1ω
ω,m1ω

ω +m2ω
r2 + . . .+mcω

rc) · ((n− 1)ωω + ωt, (m− 1)ωω + ωt) =

= (n1ω
ω + ((n− 1)ωω + ωt − (m1ω

ω +m2ω
r2 + . . .+mcω

rc)), (m− 1)ωω+

+ ωt) = (n1ω
ω + ((n− 1−m1)ω

ω + ωt), (m− 1)ωω + ωt) = ((n1 + n−

−m1 − 1)ωω + ωt, (m− 1)ωω + ωt) ∈ Uk(((n1 + n−m1)ω
ω,mωω)).

Îòæå ó ïiäâèïàäêó (2.3.1) íàïiâãðóïîâà îïåðàöiÿ íåïåðåðâíà â (Bω+1, τlc).

Ðîçãëÿíåìî ïiäâèïàäîê (2.3.2). Çàóâàæèìî, ùî îáèäâi òî÷êè

(n1ω
ω,m1ω

ω +m2ω
r2 + . . .+mcω

rc)

òà

(n1ω
ω, (m+m1 − n)ωω +m2ω

r2 + . . .+mcω
rc)

¹ içîëüîâàíèìè â (Bω+1, τlc). Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî

(n1ω
ω,m1ω

ω +m2ω
r2 + . . .+mcω

rc) · U0((nω
ω,mωω)) =

= {(n1ωω, (m+m1 − n)ωω +m2ω
r2 + . . .+mcω

rc)}.

Ñïðàâäi, çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò

((n− 1)ωω + ωt, (m− 1)ωω + ωt) ∈ U0((nω
ω,mωω)).
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Òîäi

(n1ω
ω,m1ω

ω +m2ω
r2 + . . .+mcω

rc) · ((n− 1)ωω + ωt, (m− 1)ωω + ωt) =

= (n1ω
ω, (m− 1)ωω + ωt + (m1ω

ω +m2ω
r2 + . . .+mcω

rc − ((n− 1)ωω+

+ ωt))) = (n1ω
ω, (m− 1)ωω + ωt + ((m1 − n+ 1)ωω +m2ω

r2 + ...

+mcω
rc) = (n1ω

ω, (m+m1 − n)ωω +m2ω
r2 + . . .+mcω

rc).

Îòæå ó âèïàäêó (2) íàïiâãðóïîâà îïåðàöiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ â (Bω+1, τlc).

Çàóâàæèìî, ùî

((a, b) · (nωω,mωω))−1 = (mωω, nωω) · (b, a).

Òîäi ç íåïåðåðâíîñòi iíâåðñi¨ â (Bω+1, τlc) i íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨ îïå-

ðàöi¨ ó âèïàäêó (2) âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ ó âèïàä-

êó (3).

Îòæå (Bω+1, τlc) ¹ òîïîëîãi÷íîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ.
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Âèñíîâêè. Â öüîìó ðîçäiëi ïîêàçàíî, ùî α-áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Bα àë-

ãåáðà¨÷íî içîìîðôíèé íàïiâãðóïi óñiõ ïîðÿäêîâèõ içîìîðôiçìiâ ìiæ ãîëîâ-

íèìè âåðõíiìè ïiäìíîæèíàìè îðäèíàëó ωα. Äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî

îðäèíàëó α, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòó (a, b) íàïiâòîïîëîãi÷íîãî ìîíî¨äà Bα

ç òîãî, ùî îäèí ç åëåìåíòiâ a àáî b íå ¹ ãðàíè÷íèì îðäèíàëîì âèïëèâà¹,

ùî (a, b) ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ â Bα. Ïîêàçàíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî îðäè-

íàëó α < ω + 1 äîâiëüíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà íàïiâãðóïîâà òîïîëîãiÿ íà

ìîíî¨äi Bα ¹ äèñêðåòíîþ òà ïîáóäóâàíî ïðèêëàä íåäèñêðåòíî¨ ëîêàëüíî

êîìïàêòíî¨ òîïîëîãi¨ τlc íà ìîíî¨äi Bω+1 òàêî¨, ùî (Bω+1, τlc) ¹ òîïîëîãi-

÷íîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ñòàòòi [20].
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi äîñëiäæåíi òîïîëîãiçàöiÿ, âêëàäåííÿ i çàìèêà-

ííÿ λ-ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà, òîïîëîãiçàöiÿ α-áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè, à

òàêîæ ðîçâ'ÿçàíî ïðîáëåìó Ñòåïïà (äèâ. [120, ïèòàííÿ 17]). Áóëè îòðèìàíi

íàñòóïíi ðåçóëüòàòè:

1. Îïèñàíî âñi H-ïîïîâíåííÿ òà AH-ïîïîâíåííÿ äèñêðåòíèõ íàïiâãðà-

òîê (N,max) òà (N,min), òà äîâåäåíî, ùî äëÿ äèñêðåòíèõ íàïiâãðà-

òîê (N,max) òà (N,min) íå iñíó¹ óíiâåðñàëüíîãî H-ïîïîâíåííÿ.

2. Ðîçâ'ÿçàíî ïðîáëåìó Ñòåïïà, à ñàìå, ïîáóäîâàíî ïðèêëàäH-çàìêíå-

íî¨ àëå íå àáñîëþòíîH-çàìêíåíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðàòêè. Áiëüøå

òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëó λ ïîáóäîâàíî ïðè-

êëàä H-çàìêíåíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðàòêè, ÿêà äîïóñêà¹ 2λ íå-

ïåðåðâíèõ âiäêðèòî-çàìêíåíèõ ãîìîìîðôíèõ îáðàçiâ, ÿêi íå ¹ H-

çàìêíåíèìè òîïîëîãi÷íèìè íàïiâãðàòêàìè.

3. Ïîêàçàíî, ùî äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò x íàïiâòîïîëîãi÷íîãî

λ-ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà (Pλ, τ) ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ â (Pλ, τ).

Äîâåäåíî, ùî ¹äèíîþ ãàóñäîðôîâîþ ëîêàëüíî êîìïàêòíîþ íàïiâ-

ãðóïîâîþ òîïîëîãi¹þ íà Pλ ¹ äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ, à òàêîæ, ùî ëî-

êàëüíî êîìïàêòíèé íàïiâòîïîëîãi÷íèé λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ

¹ àáî äèñêðåòíèì, àáî êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.

4. Îïèñàíî âñi ñëàáêî-êîìïàêòíi òîïîëîãi¨, ùî ïåðåòâîðþþòü Pλ íà íà-

ïiâòîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó i äîâåäåíî, ùî íå iñíó¹ ñëàáêî êîìïàêòíî¨

òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè, ùî ìiñòèòü Pλ ÿê ùiëüíó ïiäíàïiâãðóïó.

5. Çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè äëÿ òîãî, ùîá òîïîëîãi÷íèé iíâåðñíèé λ-

ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ áóâ àáñîëþòíî H-çàìêíåíèì â êëàñi òî-

ïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï, ïîáóäîâàíî íàéñëàáøó òîïîëîãiþ
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τmi íà Pλ òàêó, ùî (Pλ, τmi) ¹ òîïîëîãi÷íîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ,

i äîâåäåíî, ùî äèñêðåòíèé ìîíî¨ä P2 íå ¹ H-çàìêíåíèì ó êëàñi òî-

ïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï.

6. Äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà (a, b) íàïiâòîïîëîãi÷íîãî α-

áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà Bα ç òîãî, ùî a àáî b íå ¹ ãðàíè÷íèì îðäèíà-

ëîì âèïëèâà¹, ùî (a, b) ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ â Bα, i ïîêàçàíî, ùî

äëÿ äîâiëüíîãî îðäèíàëó α < ω + 1 äîâiëüíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà

íàïiâãðóïîâà òîïîëîãiÿ íà ìîíî¨äi Bα ¹ äèñêðåòíîþ. Òàêîæ ïîáó-

äîâàíî ïðèêëàä íåäèñêðåòíî¨ ëîêàëüíî êîìïàêòíî¨ òîïîëîãi¨ τlc íà

ìîíî¨äi Bω+1 òàêî¨, ùî (Bω+1, τlc) ¹ òîïîëîãi÷íîþ iíâåðñíîþ íàïiâ-

ãðóïîþ.
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