
Über formal unents
heidbare Sätze der Prin
ipia mathemati
a undverwandter Systeme I von Kurt Gödel, Monatshefte für Mathematik undPhysik 38, 173�198.In den Monatsheften für Mathematik und Physik ers
hien 1931 eine sehrwi
htige Arbeit von Kurt Gödel. Die Herausgebers
haft der Monatshefte fürMathematik freut si
h auf das Wiederers
heinen dieser Arbeit, die als derspannendste und am öftesten zitierte Artikel der Mathematis
hen Logik des20. Jahrhunderts gilt, zu Gödels 100. Geburtstag. In diesem Kommentarwerden der Hintergrund und die Bedeutung dieser besonderen Arbeit zu-sammengefasst.Hintergrund: Das Hilbert's
he ProgrammUm aus der Krise in den Grundlagen der Mathematik, die si
h aus den Para-doxien der Mengenlehre ergab, zu führen, s
hlug der berühmte MathematikerDavid Hilbert folgende zwei Wege vor:Erstens: Die Mathematik sollte formalisiert, d.h. in ein formales System ein-gebettet werden. Zu diesem System gehören eine Liste von primitiven Sym-bolen, eine Menge von endli
hen Folgen sol
her Symbole (von Formeln) undeine Menge von endli
hen Folgen von Formeln (von formalen Beweisen). Ei-ne Formel ist genau dann formal beweisbar, wenn sie die letzte Formel einesformalen Beweises ist. Die Ableitung der Formeln sollte rein me
hanis
h sein,ohne ihre Bedeutung zu berü
ksi
htigen. Die Bedeutung der Formeln ergibtsi
h allein aus der Wahl der Axiome und der S
hlussregeln des Systems; sovermeiden wir die Benutzung von Begri�en, die ihre klare und eindeutigeBedeutung übers
hreiten und deshalb das Risiko besitzen, zu Paradoxien zuführen.Zweitens: Wir sollten die Konsistenz (Widerspru
hsfreiheit) und Vollständig-keit des obigen Systems S beweisen; d.h., wir sollten beweisen, dass es fürjeden Satz A entweder einen Beweis aus S von A oder einen Beweis aus Sder Negation ∼ A von A gibt (und ni
ht beides). Obwohl die Begri�e derMathematik sehr abstrakt sein können, besteht das System S nur aus endli-
hen Objekten, und S verwendet nur �nitistis
he Methoden. Daher kann Sals eine elementare Theorie über die natürli
hen Zahlen betra
htet werden,und ein Konsistenzbeweis aus S ist eine si
here Garantie für die Konsistenzder ganzen Mathematik. 1



Gödels ArbeitDur
h Na
hdenken über das Lügner-Paradox (�Dieser Satz ist fals
h�) ent-de
kte Gödel, dass die Wahrheit in der Zahlentheorie unde�nierbar ist: Wennwir die Formeln der Zahlentheorie mit der Variable x als ϕ0(x), ϕ1(x), . . . auf-listen, gibt es keine Formel ϕ(x, y) der Zahlentheorie, so dass ϕ(m, n) genaudann gilt, wenn ϕ
m

(n) wahr ist. Sonst wäre die Formel∼ ϕ(x, x) glei
h ϕ
n
(x)für ein n, was zum Widerspru
h ϕ

n
(n) ↔ ∼ ϕ(n, n) ↔ ∼ ϕ

n
(n) führt!Eine riesige Leistung Gödels ist der Beweis, dass, obwohl die Wahrheit in derZahlentheorie unde�nierbar ist, die Beweisbarkeit eines formalen Systems Sfür die Zahlentheorie trotzdem de�nierbar ist. Um dieses Resultat zu errei-
hen, wies er den Formeln und den Beweisen aus S Kodenummern (Gödel-nummern) aus der natürli
hen Zahlen zu und zeigte, dass die Relation �m istdie Kodenummer eines Beweises der Formel mit Kodenummer n� dur
h einezahlentheoretis
he Formel de�nierbar ist. So wandelte er den Widerspru
hdes letzten Abs
hnitts auf folgende eindru
ksvolle Äquivalenz um:

ϕ
n
(n) ↔ ϕ(n, n) unbeweisbar ↔ ϕ

n
(n) unbeweisbar,was zum wahren, aber unbeweisbaren Satz σ = ϕ

n
(n) führt. So bewies er dieUnvollständigkeit von S, und sogar jedes formalen Systems für die Zahlen-theorie, den ersten Unvollständigkeitssatz. Dies war eine s
ho
kierende Nie-derlage für das Hilbert's
he Programm.Eine weitere Niederlage für Hilberts Programm stammt aus Gödels zweitemUnvollständigkeitssatz. Gödel sah, dass der unbeweisbare Satz σ des letztenAbs
hnitts aus der Konsistenz des Systems S folgt. Aus der Gödelnummern-methode folgt, dass die Konsistenz von S als ein zahlentheoretis
her SatzKon S formuliert werden kann. Somit erhielt Gödel die beweisbare Implika-tion Kon S → σ.Da σ ni
ht aus S beweisbar ist, muss au
h Kon S unbeweisbar sein! Gödelsdramatis
he S
hlussfolgerung heiÿt: Kein formales System für die elementareZahlentheorie kann seine eigene Konsistenz beweisen.Gödels Artikel beginnt mit einer informellen Bes
hreibung des Beweises desersten Unvollständigkeitssatzes. Im zweiten Teil präsentiert er die Details2



dafür: Formale Systeme, Gödelnummern, arithmetis
he Darstellbarkeit derBeweisbarkeit, Beweis des Satzes. Im dritten Teil zeigt er die Unents
heid-barkeit der Gültigkeit in der Logik erster Stufe. Der letzte Teil bes
häftigtsi
h mit dem zweiten Unvollständigkeitssatz und dessen Konsequenzen fürdas Hilbert's
he Programm.Gödels Arbeit interessierte viele Kollegen, und seine Resultate wurden vombreiten mathematis
hen Publikum s
hnell akzeptiert. Sein Artikel beein�usstfast alle Berei
he der Mathematis
hen Logik. Einige wi
htige Entwi
klungenin der Mathematis
hen Logik folgten wenige Jahre später und gehen unmit-telbar auf Gödels Arbeit zurü
k:1. Die Entwi
klung des allgemeinen Begri�s eines formalen Systems und ei-ner rekursiven Funktion (Turing).2. Eine allgemeine Theorie der Unents
heidbarkeit logis
her Theorien (Chur
h,Tarski).3. Eine Änderung des Hilbert's
hen Programms, die unendli
he, aber trotz-dem �nitistis
he Methoden erlaubt (Gentzen).Es ist eine Ehre für die Herausgebers
haft der Monatshefte für Mathematik,diese bahnbre
hende Arbeit in der Mathematis
hen Logik anlässli
h Gödels100. Geburtsjahres wieder zu verö�entli
hen.Sy-David FriedmanKurt Gödel Resear
h CenterUniversität Wien
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